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Introduction

En proposant le mot-clé « quadrilateres »
a un moteur de recherche, on obtient de nom-
breuses représentations différentes, certaines
étant incompatibles. La variété de ces pro-
positions augmente encore en étendant la
recherche a d’autres langues. Cela peut sem-
bler étrange dans la mesure ou I’on s’attend
généralement a ce que les relations entre
objets mathématiques, et surtout ceux consi-
dérés comme élémentaires, ne fassent pas
I’objet de tels désaccords. Aussi, nous allons
passer en revue les arguments qui permettent
d’expliquer en quoi le point de vue selon
lequel il y aurait une unique classification accep-
table (les autres pouvant alors étre considé-
rées au mieux incomplétes) n’est pas satis-
faisant, en présentant les principaux éléments
permettant de guider le professeur lorsqu’il
prépare un apprentissage des quadrilateres ;
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nous en profiterons pour faire une synthese
des travaux existants sur le sujet, en mentionnant
un certain nombre de recherches réalisées
sur ce domaine d’étude ainsi que celles res-
tant & mener.

Les questions importantes auxquelles le
professeur est confronté pour enseigner la
géométrie sont : que faut-il enseigner, avec
quels objectifs, a quel niveau, et quelles sont
les principales étapes a respecter et motiva-
tions a faire apparaitre (la question du com-
ment relevant plus de la pédagogie que des
concepts mathématiques proprement dits).
On identifie également rapidement la question
de savoir comment concilier au mieux la
structuration de 1’enseignement des connais-
sances requis a un niveau donné avec les
sauts provoqués par les changements de para-
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digmes géométriques qui apparaissent au
cours de la scolarité. On pourrait adjoindre a
cela, concernant les quadrilateres : lesquels doi-
vent étre enseignés, comment les introduire,
comment les définir, quelles propriétés doi-
vent étre étudiées, tout en accordant une atten-
tion particuliere aux choix didactiques dans
la conception de manuels scolaires, ainsi qu’a
I’évolution des programmes officiels.

Le travail a mener sur ces interrogations
est considérable, sans méme évoquer une
étude comparative des différents systémes
d’enseignements, francophones ou non. Il
ne sera pas question ici de faire un état des
lieux complet ni d’apporter des réponses
définitives. Nous pouvons noter que cer-
taines questions se posent déja avec 1’étude
du triangle, toutefois le nombre restreint de
triangles particuliers permet d’arriver rapi-
dement a leur description exhaustive, alors
que le monde des quadrilateres est incroya-
blement plus fourni.

De nombreux travaux, la plupart récents,
se sont intéressés aux niveaux de concep-
tualisation et de représentation des familles
de quadrilateres chez différentes catégo-
ries de populations : les enfants ou éleves
a différents ages, avec des études couvrant
I’ensemble de la scolarité (par exemple,
[71, [31], [4], [33], [47]), et les apprentis-
professeurs ou professeurs expérimentés
du primaire et du secondaire (voir [46],
[44],[38],[16],[51],[52] ou encore [24]).
Ces études concernent un nombre important
de pays différents, et ont en commun de
s’appuyer sur les travaux de Van Hiele afin
d’estimer le niveau de compréhension des
objets géométriques. Ces travaux font appa-
raitre que des proportions non négligeables
d’étudiants pourtant avancés dans la scolarité,
ainsi que de futurs professeurs du primai-
re ou du secondaire, n’ont pas atteint un niveau
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de maitrise leur permettant de s’interroger
sur la facon dont les objets sont définis et
sur leurs interdépendances, ce qui pénali-
se leur compréhension générale du cadre géo-
métrique.

Définition exclusive, définition inclusive

Réfléchir a la fagon dont on enseigne la
géométrie amene obligatoirement a saisir
la différence entre 1’utilisation de défini-
tions exclusives et inclusives. On pourrait
définir (!) une définition exclusive comme
une définition qui interdit a un objet de véri-
fier des propriétés additionnelles a celles
le définissant, donc lui interdisant d’appar-
tenir a une classe restreinte d’objets plus par-
ticuliers. Par exemple, on pourrait proposer
comme définition exclusive du rectangle
celle d’un quadrilatére ayant quatre angles
droits et possédant deux paires de coOtés
opposés de mémes dimensions, les longueurs
de ces paires étant différentes (on précise-
rait alors que, conventionnellement, celle
de plus grande mesure est appelée longueur,
et celle de plus petite mesure largeur). Cette
définition correspondrait, dans une version
inclusive, a celle de la définition d’un rec-
tangle non carré. Pour les différencier, on parle
habituellement de hiérarchie pour une clas-
sification inclusive et de partition pour une
classification exclusive.

Des auteurs, comme De Villiers [10], ou
Craine et Rubenstein [8], détaillent les prin-
cipaux bénéfices que 1’on peut tirer du cadre
inclusif :

— il est plus économique de définir les objets
et de formuler les théorémes dans le cadre
inclusif,

— le cadre inclusif simplifie I'utilisation du
raisonnement déductif, que ce soit concer-
nant les implications entre propriétés, ou
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des combinaisons logiques comme I’inter-
section de classes d’objets caractérisés
par leurs propriétés,

— le cadre inclusif amene naturellement a
s’interroger sur les fagons de définir des
objets et permet de mieux comprendre
les liens logiques entre ces définitions,

— le cadre inclusif fournit une meilleure
compréhension globale des objets géo-
métriques et de leurs propriétés.

L’usage de définitions exclusives amene
des relations de dépendance entre classes
d’objets, ce qui les rend bien moins simples
a manier. En effet, comme nous venons de
le voir, le « rectangle exclusif » correspond
en version inclusive aux rectangles non car-
rés. Supposons que 1’on décide de donner un
nom particulier aux rectangles pour lesquels
le rapport entre longueur et largeur est un
nombre rationnel et donnons leur le nom
de ratiorectangles. Les « rectangles exclu-
sifs » deviennent alors au sens inclusif les
rectangles non ratiorectangles et non plus les
rectangles non carrés. Avec une définition
inclusive, on vient juste de définir un ensemble
R’tel que R € R’ c C, avec R I’ensemble
des rectangles et C' I’ensemble des carrés, et
il reste de la place pour définir autant de nou-
velles classes (parties) qu’on le souhaite ou
dont on aurait besoin, sans que cela n’ait
d’influence sur les objets préalablement
introduits.

Cet argument empéche de régler la ques-
tion par la simple utilisation des adjectifs
large et strict : si les seuls quadrilatéres connus
sont les rectangles et les carrés, alors il ne serait
pas difficile de donner un sens précis au « rec-
tangle (au sens) strict » et au « rectangle (au
sens) large », mais la possibilité d’introdui-
re de nouvelles classes d’objets a I’envi montre
la limite de cette tentative.
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Pour autant, on ne peut pas qualifier
d’incorrecte la démarche consistant a utili-
ser des définitions exclusives, qui se défend
davantage aux niveaux auxquels les objets
géométriques sont visualisés ou analysés
sans compréhension de liens logiques. Une
regle tacite en mathématiques est qu’en
général, on ne définit pas un objet en invo-
quant une propriété qu’il ne satisfait pas. Cela
peut pourtant arriver tout particulierement
en géométrie, ou 1’on peut demander aux poly-
gones de ne pas €tre constitués d’au moins
trois sommets consécutifs alignés, ou pire,
de sommets confondus, afin de ne pas avoir
a gérer des cas pathologiques comme les
triangles et quadrilateres aplatis (certains
auteurs utilisent la dénomination quadrangle
pour éviter ces cas dégénérés) ; un autre
exemple classique étant de s’interdire de
considérer le cas du triangle équilatéral pour
pouvoir évoquer la droite d’Euler. On pour-
ra par ailleurs noter qu’il existe des pro-
priés spécifiques a certaines figures exclu-
sives ; nous renvoyons le lecteur a [48] pour
I’étude d’une propriété dans un trapeze
devant avoir exactement une paire de cotés
paralleles. D’autres exemples de ce genre,
comme le parallélogramme formé par les
intersections des médiatrices d’un parallé-
logramme (réduit a un point lorsque formé
a partir d’un rectangle), finissent de montrer
qu’un cadre « purement inclusif » n’est pas
la solution parfaite permettant de clore le débat.

Dans [40], Politzer interroge le role de la
langue, plus adaptée pour décrire les rela-
tions exclusives que celles qui sont inclu-
sives, avec pour exemple caractéristique la ques-
tion « est-ce un rectangle ou un carré ? », ’usage
contrastif des noms invoquant une représen-
tation en disjonction de classes qui ne correspond
pas a la hiérarchie souhaitée. L’auteur revient
sur I’étude des organisation lexicales a différents
niveaux chez les éleéves en distinguant les
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organisations conceptuelles naive et savante,
qu’il illustre aussi par la mention aux ensembles
de nombres avec I’erreur-type fréquente des
nombres entiers qui ne sont pas reconnus
comme décimaux (puisque percus comme
des « nombres sans virgule »). On peut aussi
citer les travaux de Dupuch et Sander [17]
confortant I’idée qu’un apprentissage préco-
ce de hiérarchisation des informations chez les
éleves de primaire ait des effets positifs sur
I’acquisition et la compréhension des concepts.
Leur étude ne se restreint pas aux mathéma-
tiques et peut concerner d’autres champs dis-
ciplinaires, avec par exemple, la catégorisa-
tion des verbes en CE2 ([18]). Aussi, Drouard
[13] étudie les possibilités de construire les
structures et liens logiques inhérentes au tra-
vail de catégorisation a 1’école primaire sur
le théme du vivant.

12. Un quadrilatére est un polygone de quatre colés. Parmi
les quadrilatéres, on distingue :
Le carré qui a ses quatre cdlés égaux el ses angles droits ;

Le rectangle, qui a ses angles droits sans avoir ses cotés
égaux ;

Le paraliélogramme, dont les cités opposés sont pa-
ralléles ;

Le losarge, qui a ses cilés égaux sans avoir ses angles
droits 3

Le trapéze, dont deux colés seulement sont paralléles.

Figure 1 : extrait du manuel « Géométrie »
par J. Dufailly, sixieme édition de 1883

Le recours au cadre exclusif a histori-
quement été privilégié dans I’enseignement des
objets géométriques, Euclide ayant défini de
la sorte les quadrilateres (voir Figure 1 pour
un exemple de la fin du 19e siecle). Il semble
que méme apres la révolution conceptuelle pro-
voquée par la théorie des ensembles, plu-
sieurs systemes d’enseignement aient conti-
nué a perpétuer cette approche. Ce point ne
sera pas détaillé ici (il mériterait de I’étre !).
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L’action de définir et son usage

De nombreux auteurs manifestent des
réserves quant a une approche qualifiée de tra-
ditionnelle, qui consiste a énumérer des défi-
nitions et mettre en place un systeme déduc-
tif pour obtenir les propriétés des objets
introduits, le principal reproche étant qu’un
apprentissage correct de la définition d’un
objet ne garantit aucunement la compréhen-
sion de cet objet, ni la réexploitation appro-
priée des connaissances qui y sont liées dans
un contexte qui le permet. Pour reprendre en
particulier [12], la donnée d’un ensemble de
définitions peut éluder certains aspects impor-
tants, tels que la compréhension du rdle que
doit jouer une définition et des qualités qui sont
attendues, comme 1’économie (i.c. ne mentionner
que ce qui est strictement nécessaire pour
désigner un objet, ce qui par exemple n’est pas
le cas pour « un rectangle est un quadrilate-
re avec quatre angles droits et des diagonales
de mé&me longueur »).

Selon ce point de vue, il est important
de permettre aux éleves de développer la
capacité a proposer une bonne définition
d’un objet mathématique, puisque cela par-
ticipe grandement a I’avancement au niveau
de compréhension des définitions for-
melles. On peut également constater avec
Vinner [49] que la différenciation entre
les statuts de définition, d’axiome et de théo-
réme n’est pas innée et nécessite d’étre
travaillée avec les éleves (il serait d’ailleurs
intéressant d’étudier 1’évolution de la pré-
sence du mot « définition » dans les manuels
scolaires !). L’importance de savoir défi-
nir des objets mathématiques est sans doute
encore plus grande dans le cadre de la géo-
métrie élémentaire, au sens ol plusieurs défi-
nitions équivalentes d’un méme objet peu-
vent étre recevables, comme le note Turnau
[45] sur le cas particulier du trapeze iso-
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cele, ce qui est potentiellement source de
conflit lorsque 1’éleve n’a pas été sensibi-
lisé a la compréhension des équivalences
et des outils nécessaires permettant de les
expliciter.

Nous renvoyons le lecteur aux travaux de
De Villiers [10] pour des considérations sur
les deux principales méthodes menant a la créa-
tion de définition, celle descriptive (ou métho-
de a posteriori, la définition arrivant apres
une phase de familiarisation avec des connais-
sances non formalisées) et celle constructive
(ou méthode a priori, dont le but est de faire
émerger de nouveaux objets, en s’appuyant sur
le cadre déductif), ainsi qu’aux travaux
d’Ouvrier-Buffet, par exemple [34].

Les quadrilateres et leurs propriétés

Un travail trés approfondi concernant
les principaux quadrilateres et leurs pro-
priétés usuelles a été réalisé par Ususkin,
Griffin, Witonsky et Willmore dans [48].
Les auteurs ont étudié les définitions propo-
sées par un grand nombre de manuels scolaires
des Etats-Unis sur une longue période, en
confrontant et discutant leurs choix. Nous
ne reprendrons ici qu’une partie de ces élé-
ments, en commengant par des généralités, avant
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d’aborder des classes spécifiques de quadri-
lateres, et nous ne pouvons que suggérer au
lecteur de consulter cet ouvrage incontournable
sur le sujet. Des recherches avec des manuels
d’autres pays ont aussi été réalisées, par
exemple dans [3] qui détaille une analyse
comparée de définitions du rectangle issues
de manuels scolaires en Turquie.

Deux expressions sont parfois utilisées dans
les programmes officiels et les manuels sco-
laires : celle de « quadrilatere particulier » (la
liste des qualificatifs possibles supposés équi-
valents étant assez longue : remarquable,
spécial, spécifique, usuel, etc.) et celle de «
propriété(s) d’un [type de] quadrilatere ».
Lorsque tel est le cas, aucune de ces deux
expressions n’est jamais explicitée ; seule la
liste des noms de quadrilateres a aborder a un
niveau donné est fournie, sans mentionner la
question de sa définition (puisque le mot
apparait généralement au singulier !) ou
quelles propriétés seront étudiées (voir Figures
2,3,4,5,6). Les possibilités sont pourtant
suffisamment nombreuses pour qu’il soit
nécessaire de clarifier ce domaine d’investi-
gation. Comme cela est référencé dans [48],
les possibles définitions de quadrilatere et de
polygone sont nombreuses, bien que souvent
passées sous silence. Aussi, des manuels font

Ouadrilatéres :
rise,

GO,

Cuficartte il

Ouadrilatéres poarticuliers @ frapéze; pa-

rallélegramme rectongle

lnsange; carre.

Coes gquadrilatires peuvent #ire définis ou
constronts au moven de bandes,

P'raprictés  du reclongle, da

triangle

rectangle, du fosange, du careé,

Figure 2 : extrait des programmes de 1’enseignement du second degré,
arrétés du 30 aofit 1937 et 14 avril 1938
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Définition de polygones :
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Figure 3 : extrait du manuel "arithmétique et algebre géométrie” de Brachet et Dumar-
qué pour les classes de cinquieme A et B et premiere année d’enseignement primaire
supérieur, programme officiel (30 aolt 1937 et 14 avril 1938)

Définition de polygones: quadri‘atére, tra-

21;:_'.; paraliclogramme, reclangle, losange,
i &

Propriélés du parallogramme, du rec-
tangle, du losange, du carré. Consltruclions.

Figure 4 : extrait du Journal Officiel de 1’Etat Francais du 25 septembre 1941, page 4121

Deéfinition de polygones © guadnlatére, trapéze, parallélogramme. rectangle, losange. carre.
Propriétes du parallélogramme. du rectangle. du triangle rectangle (médiane relative & I'hypoténuse ). du
losange ; théorémes réciprogques.

Figure 5 : extrait du programme du 18 avril 1947 relatif aux classes de quatriémes
(classique A et B et moderne)

IV. — Quadrilatéres particuliers; propriétés des angles du trapéze; propriétés
des angles, des c6tés, des diagonales du parallélogramme, du rectangle, du losange
du carré; propriétés réciproques.

Figure 6 : extrait de programme (31 juillet 1958 et 26 octobre 1964)
pour la classe de quatrieme

parfois le choix tacite de se restreindre aux
cas des quadrilatéres convexes sans se don-
ner la peine d’expliquer cette notion.

SiI’on se contente de dire qu’un quadri-
latere particulier est un quadrilatere satisfant
une propriété particuliere, on n’est guere
avancé ; la tiche d’identifier et de hiérarchi-
ser toutes les propriétés pouvant étre formu-
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1ées est tout sauf aisée. Un quadrilatére ayant
des diagonales perpendiculaires est-il plus
digne d’intérét qu’un quadrilatére ayant des
longueurs toutes rationnelles, ou bien des
mesures d’angles toutes multiples de 15¢ ?
Notons au passage que la langue frangaise ne
contient pas I’intégralité des dénominations
permettant d’identifier les quadrilateres et
leurs propriétés les plus notables : le quadri-
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latere inscriptible ne porte pas de nom spécifique,
et la propriété pour une diagonale d’inter-
secter I’autre diagonale en son milieu n’est pas
nommée de facon standardisée.

On peut également évoquer ici la notion
de « quadrilatere quelconque ». Ce dernier exis-
te-t-il vraiment ? Aussitot choisi, le quadri-
latere quelconque possede des longueurs et
des angles qui sont bien spécifiques, indé-
pendamment du fait d’avoir pu formaliser
ce qui peut étre admis ou non comme parti-
culier. Remarquons également que la tache
de déterminer la nature d’un quadrilatére,
grand classique parmi les exercices de géo-
métrie, est dépendante de la liste des qua-
drilatéres connus. La encore, on pourra noter
une grande diversité des dénominations
employées pour désigner les ensembles de qua-
drilateres portant le méme nom, ou bien I’un
des représentants de ces ensembles : classe,
forme, nature, sorte, type, etc., dont on ne
connait d’ailleurs aucune définition !

En considérant indistinctement livres,
articles, manuels et programmes, les pro-
priétés des quadrilatéres qui sont les plus fré-
quemment évoquées sont :

— présence de longueurs de cotés égales :
aucune, 2 opposées, 2 adjacentes, 3 ou 4
(2 opposées et 2 adjacentes pouvant étre
satisfaites deux fois)

— présence d’angles égaux : aucun, 2 oppo-
sés, 2 adjacents, 3 ou 4 (2 opposés et 2 adja-
cents pouvant étre satisfaites deux fois)

— parallélisme de cotés opposés (une ou
deux paires)

— présence d’angles droits aux sommets
(entre une et quatre fois)

— diagonales perpendiculaires

— diagonales de méme longueur

REFLEXIONS SUR LES QUADRILATERES
ET LEUR ENSEIGNEMENT

— inscriptibilité dans un cercle

— circonscriptibilité dans un cercle (on
nomme le quadrilatére circonscriptible
ou tangentiel)

— bissection de diagonale : une diagonale
coupe ’autre en son milieu (une ou
deux fois)

On pourrait encore mentionner la pré-
sence d’angles supplémentaires, une ou plu-
sieurs fois, concernant des angles adjacents
ou opposés. Les égalités de longueurs ou
d’angles apparaissent parmi les propriétés
les plus souvent citées, leur identification
faisant partie des taches les plus accessibles
pour les éleves dans le registre de la géo-
métrie instrumentée.

Griinbaum a établi dans [27] la liste com-
plete des vingt quadrilateres possibles relati-
vement aux criteres d’égalité de longueurs
et d’angles, que ’on peut également retrou-
ver dans [9] et [2]. La tache d’étendre la
recherche des objets possibles en croisant
cette classification avec les autres propriétés
serait particulierement pénible (a la fois a
établir, mais aussi a représenter de facon
lisible !), par exemple en s’intéressant aux dia-
gonales comme le fait Kacaba dans [30].

Il n’est pas clair que d’autres proprié-
tés que celles mentionnées soient attendues
ou puissent étre citées dans le cadre d’ensei-
gnement défini par les programmes (par
exemple, le fait qu’un rectangle soit ins-
criptible ou qu’un losange soit circons-
criptible). On note également que les attentes
ne sont pas précisées concernant la construc-
tion de figure : s’agit-il de la connaissance
d’une technique de construction particu-
liere ou de la recherche exhaustive des dif-
férentes techniques possibles (en lien avec
des propriétés attendues) ?
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Nomenclature des quadrilatéres

Les mathématiciens utilisent principale-
ment trois « méthodes » permettant de nom-
mer un objet :

— lui associer le nom d’un mathématicien
ayant contribué de facon notable a sa
définition ou compréhension (que 1’on
peut qualifier de méthode historique),

— former un nom par dérivation (que I’on
peut qualifier de méthode étymologique),

— utiliser le langage courant lorsque 1’objet
y fait référence.

La premiére méthode, familiére pour de
nombreux objets mathématiques (noms de
théorémes, d’espaces, d’équations, etc.), est
en revanche trés peu utilisée pour les qua-
drilatéres. On peut citer le cas du quadrilate-
re de Khayyam (ou Saccheri, ou Thabit), ainsi
que celui de Lambert, qui font référence aux
travaux tentant infructueusement de prouver
le postulat des paralleles et méritent un inté-
rét approfondi dans les mondes géométriques
non euclidiens, mais n’ont pas de réelle uti-
lité en géométrie élémentaire. On peut aussi
associer un nom a une figure apparaissant
dans une configuration particuliere, comme par
exemple le parallélogramme de Varignon,
dont les sommets sont les milieux des cotés
d’un quadrilatere donné.

La méthode étymologique est tres fré-
quente, mais n’est pas employée de maniere
systématique ni uniforme. On se contentera
de mentionner les irrégularités de la liste tri-
angle, quadrilatere, parallélogramme, polygone,
en invitant le lecteur intéressé par ce sujet a
consulter par exemple les travaux de Came-
nisch et Petit [5]. On notera que 1’utilisation
de noms issus de la langue courante n’est pas
intemporelle et qu’elle est soumise a des évo-
lutions. Cela peut concerner la graphie avec
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le quarré devenue carré, ou le nom avec les
exemples du tétrapleure ou tétragone et du rhom-
be. Nous renvoyons le lecteur a [22] pour
davantage de considérations historiques.

Le carré

L’étude effectuée dans [48] fait appa-
raitre que dans la majorité des cas, le carré
n’est pas le premier quadrilatere introduit, avec
une définition qui s’appuie sur un autre qua-
drilatere préalablement défini (on peut qua-
lifier cette approche de définition solidarisée,
par opposition a une définition indépendan-
te telle que : les longueurs des cotés sont
toutes égales et les angles sont tous égaux).

Les définitions les plus fréquentes sont :
un rectangle avec quatre c6tés congrus (dans
une étude d’ouvrages francgais, il pourrait
apparaitre de méme longueur ou égaux), un
rectangle avec deux cotés consécutifs congrus
ou un parallélogramme qui est a la fois un rec-
tangle et un losange.

Le rectangle

Toujours selon [48], les manuels s’ appuient
généralement sur le parallélogramme pour
proposer une définition du rectangle, mais ce
n’est pas toujours le cas, avec pas moins de
huit définitions référencées. Le lecteur pour-
ra chercher a identifier les éléments mathé-
matiques permettant de démontrer 1’équiva-
lence entre un quadrilatére ayant des angles
tous égaux et un parallélogramme ayant un
angle droit.

Le losange

Le losange était encore connu sous la
dénomination rhombe (ou rhombus) au début
du siecle dernier. Citons quelques-unes des pos-
sibilités le concernant :
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— présenté comme un quadrilatere dont les
quatre cotés sont égaux (de méme longueur),

— introduit a la suite d’un chapitre sur la symé-
trie axiale comme une quadrilatére pos-
sédant deux axes de symétrie passant par
ses sommets (des sommets opposés),

— défini apres la notion de parallélogram-
me comme un parallélogramme ayant
deux cotés consécutifs égaux (de méme
longueur).

Le parallélogramme

11 est majoritairement défini comme le qua-
drilatére dont les cotés opposés sont paralleles.
Cette définition évite les risques d’oublis de
la convexité nécessaire lorsque 1’on souhai-
te plutot introduire des égalités de longueurs
de c6tés opposés, uniquement ou en complé-
ment du parallélisme.

A la différence d’autres quadrilatéres
remarquables, la place du parallélogramme dans
les programmes officiels n’est pas restée
constante. On note par exemple qu’il est cité
dans les programmes de 1985 pour le cours
moyen, pour disparaitre des programmes du
primaire jusqu’a ce jour.

Le cerf-volant

Citons quelques exemples tirés de manuels
francais pour illustrer des choix quant au cerf-
volant :

— «un quadrilatere qui a deux paires de cotés
consécutifs de méme longueur » dans le
manuel « math » pour la classe de sixie-
me, collection prisme, Belin, édition de
2005 (illustré par deux figures, un qua-
drilatére convexe et un autre concave),

— «un cerf-volant a deux petits cotés consé-
cutifs de méme longueur et deux grands
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cOtés également de méme longueur »
dans le manuel « maths » pour la classe
de sixieme des éditions Bréal de 2005, illus-
tré par une seule figure convexe,

— « un quadrilatére ayant deux paires de
cotés consécutifs de méme longueur et dont
les diagonales se coupent a I’intérieur »
selon le manuel « maths » pour la classe
de sixieéme, collection Zéphyr aux éditions
Bordes en 2009

On peut deviner avec ce dernier exemple
que les auteurs ont choisi d’imposer la condi-
tion de convexité de facon implicite puis-
qu’aucune mention n’y est faite. On pourrait
encore citer I’approche par la symétrie qui est
privilégiée par Drouin dans [14].

Il semble que chez la plupart de nos voi-
sins, le cerf-volant ait une place plus impor-
tante que dans le systeme frangais. Le lecteur
trouvera avec Perrin-Glorian [37] des consi-
dérations additionnelles montrant qu’une fois
de plus le choix est vaste, mais que cette fois-
ci les possibilités de définitions non équiva-
lentes sont plus importantes que précédemment.

Remarquons que la dénomination de cerf-
volant n’est pas entierement standardisée.
Selon certains auteurs dont Gérald [26], le cerf-
volant est un quadrilatere caractérisé par une
invariance sous une symétrie affine (I’axe
passant par deux sommets opposés), et méri-
te le qualificatif d’isocele lorsque la symétrie
est orthogonale. Dit autrement, ce qui méri-
terait le qualificatif de cerf-volant serait un qua-
drilatere dont la propriété est d’avoir une dia-
gonale qui est intersectée en son milieu par
I’autre diagonale (ce que I’on pourrait appe-
ler quadrilatere a diagonale bissectée, ou plus
simplement bissecté) ; visuellement, il cor-
respondait a une vue oblique d’un cerf-volant
posé au sol. Plusieurs noms anglophones ont
déja été évoqués pour cette figure, sans
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qu’aucun ne semble s’imposer : “’sloping-
kite”, ’sliding-kite”, ”’slant kite” ou "bisecting
quadrilaterals”.

Nous renvoyons le lecteur aux travaux de
Ramachandran [41], Josefsson [29] et De Vil-
liers [11] pour se familiariser avec les prin-
cipales propriétés de ce type de quadrilatere.
Comme nous le verrons avec le phenomene
de dualité, ce choix proposé ici, qui ne cor-
respond pas au choix le plus fréquent, aurait
I’important avantage d’étre cohérent avec les
notions de trapeze et trapeze isocele.

A noter la profusion de noms franco-
phones plus ou moins connus pour le cerf-volant
non convexe dans des références suisses :
chevron, deltoide, rhomboide, fer de lance
ou encore pointe de fleche.

Le trapeze

Une proportion importante d’auteurs évo-
quent uniquement « deux cotés paralleles »,
donc a priori sans interdire le parallélisme
pour les deux autres cotés opposés, mais dans
les faits mentionnent par la suite une des-
cription de cdtés obliques, ou précisent que
I’on parle de trapéze isocele lorsque les cotés
non paralleles sont de méme longueur, jetant
une ambiguité sur le caractere inclusif-exclu-
sif de cette définition. Voir aussi [25], et
consulter la discussion de Perrin-Glorian rela-
tive au trapeze isocele dans [37]. Pour une autre
approche, signalons que le programme de
1958 pour la classe de quatrieme (Fig. 6)
semble insister sur I’égalité entre deux paires
d’angles non opposés.

La langue allemande désigne également
le trapeze isocele comme le trapeze symétrique.
Cette appellation est intéressante dans le seul
cadre des symétries orthogonales, mais se
trouve moins pertinente avec 1’apparition
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d’autres types de symétries. Toujours pour
I’anecdote, les définitions de trapezium et
trapezoid sont échangées entre 1’anglais bri-
tannique et I’anglais américain ; il semblerait
que cela provienne d’une erreur de Charles Hut-
ton dans son livre "Mathematical and Philo-
sophical Dictionary” de 1795.

Représentations de la hiérarchisation

On identifie principalement deux types
de représentations permettant d’expliciter
les relations entre familles de quadrilateres.
Une premiere provient des diagrammes de
Venn (ou d’Euler). Une autre possibilité
courante est 1’utilisation de logigrammes
(ou plus familierement arbre), qui se décli-
ne en deux variantes :

— un arbre universel, qui décrit des rela-
tions d’inclusion étant toujours satisfaites,

— un arbre conditionnel, que 1’on peut spé-
cifier selon une notion ou un type d’objet
particulier, qui décrit des relations d’inclu-
sion permettant sous un ensemble de
conditions supplémentaires de préciser
la nature d’un quadrilatere.

L’arbre universel peut étre qualifié de
diagramme de Hasse selon 1’ordre naturel
qu’est I’inclusion sur les classes de quadrilateres.

Il existe un grand nombre de représenta-
tions possibles sous forme d’arbre universel.
Une version populaire outre-Rhin mais enco-
re assez méconnue en France est la maison des
quadrilateéres (Figure 7). La maison n’est pas
entierement remplie : il y a un trou au premier
étage entre le cerf-volant et le quadrilatere
(convexe) quelconque. Nous verrons plus
loin que ce manque n’empéche pas d’illustrer
le principe de dualité. Ce n’est d’ailleurs
peut-&tre pas un mal de laisser sous-entendre
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Figure 7 : La maison des quadrilateéres (systemes allemand et autrichien),
illustration issue de la page internet
http://www .sofatutor.at/mathematik/geometrie/geometrie-kennenlernen

que la classification n’est pas compleéte et
qu’il reste des « pieces cachées » dans la mai-
son ? Une deuxieme remarque est que cette
représentation ne respecte pas la convention
habituelle des diagrammes de Hasse : la clas-
se minimale pour I’inclusion étant celle du carré,
celle-ci devrait se trouver en bas.

On vérifie que les « maisons compléetes »
usuelles de quadrilatéres sont des treillis pour
I’inclusion ; pour deux classes données A et
B, il existe une classe minimum qui est I’inter-
section de A et de B. Bien que cela ne pose

pas de difficulté particuliere avec les classes
élémentaires qui ont été précédemment citées,
il n’est pas aussi évident de définir la classe
maximum en toute généralité (qui n’est pas
I’union des classes A et B ; par exemple, la
classe au-dessus des rectangles et des losanges
n’est pas la classe des « lostangles », désignant
I’ensemble des figures étant I’un ou I’autre).

La direction conventionnelle de lecture d’un
diagramme de Hasse est la verticale, aussi
on peut se poser la question de savoir si I’on
peut trouver une signification au regroupement
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de classes sur une méme ligne (autre qu’une
simple fonction de lisibilité). Il se trouve que
cette interprétation existe pour les quadrila-
teres considérés jusqu’a maintenant : elle met
en commun les objets nécessitant le méme
nombre de variables libres dans le cadre ana-
lytique pour définir les classes sous une
contrainte commune. Plus précisément :

— on peut décrire la classe des carrés avec
une seule variable : {(0; 0), (a; 0), (0; a),
(a;a)},

— on peut décrire la classe des rectangles et
la classe des losanges avec deux variables :
{(0;0), (a; 0),(0; b), (a, b)} et {(0; 0), (a;
b),(b;a), (a+bsa+b)},

— on peut décrire la classe des trapezes iso-
celes, la classe des parallélogrammes et
la classe des cerf-volants isoceles avec trois
variables, etc.

REPERES - IREM. N° 122 - janvier 2021

On retrouve I’explication des « étages »
de la maison avec des quadrilateres repré-
sentés avec un méme codage de couleur. A noter
que I’emploi de coordonnées polaires per-
met d’adapter cette représentation pour y faire
figurer le quadrilatére inscriptible (voir la
Figure 11.14 dans [48], ol I’on pourra retrou-
ver plusieurs représentations complémen-
taires mobilisant le cadre cartésien).

Un arbre conditionnel peut s’interpréter
comme un arbre réciproque d’un arbre universel,
exprimant des conditions sous lesquelles les
implications entre objets deviennent avec des
propriétés additionnelles des équivalences
(voir Figure 8").

La représentation sous forme d’arbre
possede en général la qualité d’étre plus faci-
lement lisible que celle sous forme de dia-
gramme. Toutefois, le diagramme est plus pré-

dont un angle est droit
ou
dont les diagonales sont
de méme longueur

r

'PARALLELOGRAMME

dont deux cdtés consécutifs
sont de méme longueur

dont les diagonales sont
perpendiculaires

qui est a la fois
un rectangle

un losange

Figure 8 : extrait du manuel Kwyx pour la classe de cinquiéme, édition de 2016
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1 une malencontreuse interversion dans la figure de ce
manuel a été rectifiée ici
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un rectangle

Figure 9 : extrait du manuel mathématiques pour la classe de cinqui¢me,
collection triangle, Hatier, édition de 2006

cis pour expliciter les relations entre objets :
si I’on identifie dans un arbre une inclusion
de A dans B et de A dans C, on peut en
déduire que A est inclus dans 1’intersection
de B et de C, mais cela ne nous indique pas
s’il y a égalité.

Il n’est pas clair qu’un arbre doive impli-
citement faire apparaitre I’ensemble des rela-
tions directes entre objets mentionnés (on
peut alors préciser arbre complet ou incom-
plet selon les cas) ; pour des raisons évi-
dentes de lisibilité, la propriété de transitivité
permet de ne représenter que le minimum
nécessaire de relations. Par défaut, un arbre
contient toujours le nom des classes, avec par-
fois une figure codée pour chaque classe
mentionnée (Figure 9).

Parmi les arbres conditionnels, notons
une présentation possible sous forme
d’algorigramme, qui se comprend comme
un enchainement de décisions permettant
de définir la nature la plus précise possible
d’un objet en fonction des propriétés satis-
faites, voir par exemple la Figure 10 de la
page suivante (avec une classification
exclusive).

On pourra se poser la question de savoir
si la nature de la représentation joue un role
dans la compréhension de la classification
chez I’¢éleve. Sans vouloir apporter une répon-
se définitive a cette question, partons de
I’hypothese que sensibiliser les éleves aux
diverses représentations possibles de classi-
fication serait préférable.
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DOES

IT HAVE 4

RIGHT

ANGLES
a2

ARE

ANGLES
EQUAL
9

NO

Rectangle hd

ALLTHE

SIDES THE ™, TES

Parallelogram

Figure 10 : Extrait d’arbre conditionnel sous forme de logigramme, tiré de la page inter-
net : https: /www.cimt.org.uk/projects/mepres/book8/bk8i15/bk8_15i4.htm

Il n’est pas rare que des classifications pro-
posées par des éleves fassent apparaitre des
mélanges entre versions exclusive et inclusi-
ve, comme De Villiers le constate dans ses dis-
cussions avec les éleves ([11]).

Nous posons I’hypothése que I'utilisa-
tion d’une représentation avec catégorisation
mixte (inclusive et exclusive) est contre-indi-
quée dans la perspective d’un bon apprentis-
sage des quadrilateres. On retrouve pourtant
cet usage assez fréquemment dans certains sys-
teémes et manuels, par exemple sous le nom
de « quadrilateral family tree » en Amérique,
la famille étant constituée de trois branches
indépendantes (une branche principale inclu-
sive entre parallélogramme, losange, rec-
tangle et carré, puis une branche trapeze-tra-
peze isocele et une branche contenant seulement
le cerf-volant ; parfois une derniére branche
« autre » est employée).

Enfin, il peut arriver que la représentation
des figures ne traduise pas les liens qui existent
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entre elles, et donne I'impression d’une collection
d’objets placés cote-a-cdte sans raison particuliere,
comme c’est le cas avec la Figure 1.

Evolution historique

A la fin du 19e siecle et au début du sui-
vant, ’enseignement des figures accorde une
importance particuliere aux objets techniques,
avec une vision utilitariste assumée. Aussi, le
« point de départ » du quadrilatere correspond
aun ensemble d’images d’objets du monde sen-
sible plus ou moins connus, suivis par 1’uti-
lisation de la bande de papier. Les quadrila-
teres particuliers, comme le parallélogramme,
sont alors formés a partir d’activités de mani-
pulation (voir Figures 12, 13 et 14).

Pour le primaire, il faut deviner la place
des quadrilatéres derriere la formulation
« figures géométriques simples » ; [’acti-
vité géométrique se résume alors princi-
palement aux tracés de figures et aux cal-
culs de grandeurs, comme cela est par
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Parallélogramme Losange
Un trapéze Un parallélogramme Un losange
a deux cotés paralleles. a ses cOtés opposés a quatre cotés de méme
paralleles. mesure.
Rectangle Flechc o Y
[ O]
] 0 ;
0 n
] [
Un rectangle a quatre angles droits Un carré a quatre angles droits
et quatre cotés de méme mesure.

Figure 11 : extrait du manuel « mathématiques » pour la classe de sixieéme,
collection triangle, Hatier, édition de 1998

Définition, — Nous avons déja dit plus haut que le gua-
dtlatére est un polygone de quatre eotés, ou, si I'on veut, la
surface renfermée entre quatre lignes ou cotés,

Les edlés peuvent étre de longueurs différentes; ils peu-
vent étre ou ne pas étre paralléles; l'ouverture des angles
peut varier ; de la des quadrilatéres de formes trés-diverses,
parmi lesquels on distingue le trapése ', le parallelogram
me 2, le losange 3, le rectangle et le carve,

Trapéze. — Parmi les appareils de gymnastiqne se
{rouve une sorte de balangoire for-
mée d'un bdton suspendu au por-
tique par deux cordes. Les deux cor-
des, e biton et la portion de la poutre
comprise entre les points d'attache
des cordes forment par leur ensemble
un quadrilatére dans lequel deux
cOtes sont paralléles, eelui figuré par
ln poutre et celui figuré par le biton.
U'n pareil quadrilatére porte le nom
de frapeze; de la le nom donné a I'appareil tout entier.

Fig. 92. — Le trapize.

Figure 12 : extrait de « Premieres notions de Géométrie »
de Félix Hément et Jules Dalséme (1876)
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Figure 13 : extrait de « La Géométrie a I’école primaire supérieure
et au cours complémentaire » de Bouchery et Guérinet (1912)
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205. Manipulation récapitu-
lative. — Suivre d'abord sur la Bande
figure 200 'enchainement des défi-
nitions. — Se munir de plusieurs
bandes de papier; découper dans
ces bandes 1 un des quadrilatéres
usuels en deux coups de ciseaux :

frapeze.

1* Trapéze : deux coups de
ciseaux quelcongues ;

20 Purallélogromme @ denx Duralibiograsime
coups de ciseaux paralléles; o=

3¢ Rectangle : deux coups de
ciseanx perpendiculaires aux bords

dela bande ;

‘4“ Losange : deux coups de Rectangle @
ciseanx guidés par une deuxiéme

bande de méme largeur; \ ;-"/

9% Carré ; deux coups de ci-
sequx guidés par une depxiéme G
bande de méme largeur, et per-
pendiculaires aux hords de la
bande donnée, Fig. 200.

Figure 14 : extrait du manuel « Arithmétique, algebre, géométrie »
de Brachet et Dumarqué, classes de cinquieme
et premiere année d’enseignement primaire supérieur (1939)

i 15ange d:.-:' = - .-_-ill'!”l I:-i}-

- ——

— e 3 o ——
|:‘\- I_." 1
III.'I:L'I.'-I:!' grere

parail&legramme |

e — ,:"_':_ ._/.:" - e ""'«._‘_ !

R - e

rectongle LA Frageze e ~.
e

T . =
i;uupe:r: recta -.EI}.\'

Fig. 101,

M

Figure 15 : extrait du manuel « géométrie seconde A’, C, M, M’ »
de Rostolland et Guilbert, programme de 1960
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Considérons les deux propriétés :

9 ; avoir un angle droit;
% : étre un parallélogramme.

Soit D et P les ensembles correspondants.

Les quadrilatéres qui possédent conjointement les deux propriétés,

a-dire qui possédent la propriété :

) et ®

sont les rectangles.
Ils forment un ensemble R tel que :

>
¢ est=-

DN,

A la propriété obtenue par conjonction de deux propriétés
correspond le sous-ensemble obtenu par intersection des sous-
ensembles définis par les deux propriétés.

EXEMPLE. Soit € la propriété d’avoir deux cotés consécutifs égaux et soit C1'ensemble

l"ll'[‘l-.~'|mnl|;llll. Ala |r|‘npl‘it'ltl Y obtenue en faisant la l'lllljlllll'tinsll £ et l'lll'l‘k’!-‘IltiIlli

I'ensemble :

qui est 'ensemble des losanges.

PNC,

Figure 16 : extrait du manuel « mathématiques, cours Maillard, classe de 1re C »
de G. Girard et A. Lentin, édition de 1966, Hachette

exemple le cas dans « le nouveau calcul
vivant » de Vassort, programme de la clas-
se de fin d’études du 24 juillet 1947.

La période des mathématiques modernes
change la fagon d’approcher les objets géo-
métriques et le symbolisme y est incontour-
nable (Figures 15 et 16). La place centrale
accordée aux objets mathématiques abstraits
n’interdit toutefois pas les références aux
objets physiques. Dées le primaire, il est ques-
tion de travaux manuels permettant 1’obser-
vation et menant a des activités de classifi-
cation (Figure 17). Le premier exercice se
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replace immédiatement dans le monde phy-
sique, juste apres la présentation de la figu-
re dans I’espace géométrique. Plus récemment,
le quadrilatere est présenté puis travaillé par
le biais d’objets familiers, manipulables ou non
(Figures 18 et 19).

Les professeurs en collége ne manqueront
pas de consulter les documents de Pécaut
[35], Duvert [20], Fromentin [23], Muniglia
[32] ainsi que la brochure IREM [43] qui
proposent de nombreuses idées sous la forme
d’activités pour le professeur qui ont été expé-
rimentées et analysées.
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Le trapéze

D C D G
A B> A H B

Deux obligues qui coupent deux paralléles déterminent un quadrilatére dont deux cétés
sont paralléles. Ce quadrilatére est un trapéze.

Les deux cbtés paralléles sont les bases du trapéze.

La distance des deux bases est la hauteur du trapéze.

D C D Cc
A =D =1 droit AD=BC

A B A B
Lorsqu'un cété du trapdze est perpendi- Un trapéze ayant ses cotés non paral-
culaire aux deux bases, le trapdze est léles égaux est un trapéze isocéle.
rectangle.
Exercices et problémes 20 qu'il-en est de méme pour EF et HG.

Comment appelle-t-on le quadrilatére EFGH?

1 - Dans une bande de papier, en deux coups D G ]
de ciseaux, découpez un trapéze. !(7\?\

Figure 17 : extrait du manuel « Arithmétique-Cours Moyen »
de Adam et Gouzou, édition de 1969

ACTIVITE 5 CONSTRUIRE ET IDENTIFIER UN LOSANGE

Prendre une feuille de papier EE effectuer le Iplia%f’: vu i la Giliiacait .i' .
page 220 jusqu'a I'étape (3). Effectuer ensuite I'étape @ logle du mot
ci-dessous. Déplier la feuille, puis compléter la figure obte- quadrilatére 7
nue d'aprés Iétape @

© @ ®

O @

plier

Figure 18 : extrait du manuel « maths » pour la classe de sixiéme,
édition diabolo, hachette, édition de 2005
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La pyramide du Lowvre, située au milieu
de la cour Napoléon du Musée du Louvre
& Paris.

m su une base
rement construite
ot 70 triangles j

‘067 'd asuodsy

Figure 19 : extrait de la page 222 du manuel Nouveau prisme (Belin)
pour la classe de cinquieme, édition de 2010

La dualité angle-coté pecter une propriété de symétrie que nous
allons détailler.
De prime abord, la hiérarchie de la Figu-
re 20 (page ci-contre) semble irréprochable. Il est souhaitable que toute personne se
On peut toutefois lui objecter de ne pas res-  destinant a I’enseignement de la géométrie,
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Quadrilateral

Kite

Parallelogram
Rhombus
u L
m Il
Sgquare

Trapezoid (US)
Trapezium (UK)
Isosceles
Trapezoid
L1 =
1 Im
Rectangle

Figure 20 : Famille des quadrilateres, illustration provenant de la page internet
https://www .mathsisfun.com/quadrilaterals.html

et ce méme a un niveau élémentaire, ait
entendu parler du programme d’Erlangen, et
sache que la question de la classification
des quadrilateres particuliers est fortement
liée aux groupes de symétrie ou, de facon plus
accessible, aux figures invariantes sous
I’action de transformations élémentaires
(voir par exemple [6] sur ce sujet). Le lec-
teur est aussi invité a lire a ce sujet Pintau-
di ([39]), qui livre en outre une analyse com-

parée des choix concernant les systemes
francais et allemand. En poussant I’étude
des propriétés des quadrilateres un peu plus
loin que ne le fait le collégien lambda, on voit
apparaitre une dualité entre les objets mathé-
matiques que 1’on peut qualifier de dualité coté-
angle dans la mesure ou elle intervertit ces
deux notions (aussi appelée « réciprocité
angle-coté des quadrangles » par Griinbaum
dans [27] puis reprise dans [1]).
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losange

rectangle

toutes les longueurs de cotés sont égales

le centre est a méme distance de tout coté

les axes de symétrie sont des bissectrices
deux affinités bissectent les cotés

tous les angles sont égaux
le centre est a méme distance de tout sommet
les axes de symétrie sont des médiatrices
deux affinités bissectent les angles

Cette dualité est en fait déja présente
dans 1’étude du parallélogramme de Vari-
gnon, qui est un losange lorsque le qua-
drilatere est un rectangle, et un rectangle
lorsque le quadrilatere est un losange. De
Villiers détaille les propriétés concernées

par cette dualité, dont voici un extrait plus
complet quoique non exhaustif (nous consi-
dérons ici uniquement le cas des quadri-
lateres convexes ; De Villiers étudie sépa-
rément les cas des quadrilateéres concaves
et croisés) :

quadrilatére convexe

circonscrit inscrit
orthodiagonal équidiagonal
“bissecté” trapeze

cerf-volant

trapeze isocele

parallélogramme

losange

rectangle

cerf-volant avec trois angles de méme mesure

trapeze avec trois cotés de méme longueur

cerf-volant droit (inscrit)

trapeze isocele circonscrit

carré
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A noter qu’il n’y a pas de lien d’impli-
cation ligne par ligne, une telle présenta-
tion ne pouvant étre réalisée sans croise-
ments dans le plan (voir Figures 21 et 22).
Les figures sur une seule ligne sont leurs
propres figures duales, il en existe d’autres
: le pseudo-carré (ses diagonales sont ortho-
gonales et égales) et le quadrilateére bicen-
trique (inscriptible et circonscriptible, qui

REFLEXIONS SUR LES QUADRILATERES
ET LEUR ENSEIGNEMENT

est étudié dans [19]). On pourrait s attendre
a ce que la propriété de dualité soit un
point important a atteindre lors de I’étude
des quadrilateres dans 1’enseignement
secondaire, toutefois cette caractéristique
n’a jamais été considérée dans les pro-
grammes officiels, et comme nous 1’avons
déja vu, la langue francaise n’y est pas
adaptée.

Quadrilaterals

Convex

,-—-—.’-—///////

Skew Cyclic Diagonal Side  Trapezium
isosceles

Cyclic  Skew Isosceles
angle cyclic trapezium

Skew
trapezium

Bisecting

Parallelogram

e

Angle  Perpendicular

Circum  Skew
kite

Skew  Circum
circum  side

Skew
bisecting

Isosceles

Right Trilateral ~ Rectangle

Rhombus Triangular
kite trapezium kite circum trap.
Square

Figure 21: Classification de De Villiers, cas des quadrilateres convexes ([11])
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Figure 22: Classification de De Villiers,
version modifiée de I’illustration issue de la page internet
http://dynamicmathematicslearning.com/quad-tree-new-web.html
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Il résulte du travail réalisé par De Villiers
des représentations plaisantes pour le mathé-
maticien, mais malheureusement surchargées
(impossible de faire autrement !) que les
éleves et les professeurs risquent fort de trou-
ver illisibles et inutilisables. Bien entendu, on
dépasse ici largement la géométrie de 1’école
primaire et du college.

Les schémas respectant la dualité angle-
coté peuvent étre présentés de facon a ce
que cette dualité se traduise graphiquement
comme une symétrie (on pourrait ajouter
sur les Figures 23 et 24 un axe vertical pour
faire apparaitre la dualité). On note toutefois
que la présence de cette interprétation gra-
phique peut avoir lieu méme sans respecter
la dualité : on pourrait ajouter a cette figu-
re (Figure 23) la classe des trapezes uni-
quement, ce qui briserait la dualité angle-coté,
sans que cela n’impacte la symétrie apparente
de la hiérarchie.

Le lecteur aura peut-étre remarqué que le
trapeze rectangle n’est pas mentionné dans la
classification de De Villiers (fait-il partie des
quadrilateres remarquables et, si oui, a quel
niveau doit-il &tre introduit ?) ; nous laissons
comme exercice le soin de lui trouver sa juste
place, puis d’identifier les propriétés satisfaites
par son dual.

Niveaux d’apprentissages
des quadrilateres

S’il faut s’engager pour défendre une
position particuliere, une synthese des
réflexions proposées dans ce texte pourrait
donner les niveaux suivants de classification
des quadrilateres :

— un premier niveau comprenant les car-
rés, rectangles et losanges, lorsque 1’éleve
n’a pas encore atteint un niveau déduc-
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tif au sens du modele de Van Hiele,
dans lequel les classes peuvent étre pré-
sentées sous forme de fiches en listant
sans distinction définition(s) et pro-
priétés, chaque fiche étant destinée a
étre complétée au fur et a mesure de
I’acquisition de nouvelles connaissances
(formules de calcul de périmetre et d’aire
par exemple) ; on notera que le fait de
placer ol non le parallélogramme a ce
niveau n’a pas d’influence sur le respect
de la dualité angle-coté (I’ajout du paral-
lélogramme pourrait correspondre a un
niveau “1,5”, ou 1 bis),

un deuxieme niveau fondé€ sur les notions
de transformations élémentaires (symétries
orthogonales et centrales), permettant de
faire apparaitre en plus des objets précé-
dents le cerf-volant isocele (un axe de
symétrie passant par des sommets) et le
trapeze isocele (un axe de symétrie pas-
sant par les milieux de c6tés oppposés) ;
ce point de vue est par exemple défendu
dans [15], qui place ce travail dans le
cadre de la "géométrie du pliage”,

un troisieéme niveau complétant le deuxie-
me avec les symétries affines : trapeze
quelconque, cerf-volant « en biais »
(Figure 24),

un quatrieme niveau dans lequel figurent
toutes les propriétés additionnelles : ins-
criptible, tangentiel, orthodiagonal, équi-
diagonal et encore d’autres, qui per-
mettrait de travailler avec les éleves
(étudiants ?) des raisonnements com-
plexes sur I’articulation des propriétés.
On pourrait retrouver a ce niveau les
éléments de la Figure 25, extraite de la
page internet http://www.mathematische-
basteleien.de/viereck.htm de Jiirgen Kol-
ler, dans laquelle le lecteur pourra retrou-
ver de nombreuses représentations fort
intéressantes.
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Figure 23 : Classification élémentaire correspondant au niveau 1,5
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Figure 24 : Troisieme niveau, illustration de I’atlas des mathématiques [42]
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Drachen
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%
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Wierack

Drachen

Tangentenviereck

Figure 25 : Classification de quadrilatéres au moyen d’une table de Karnaugh,
version allemande

Chaque entrée dans un nouveau niveau
correspond a une extension du niveau pré-
cédent, en construisant des classes plus
générales d’objets qui satisfont moins de
propriétés. On peut émettre 1’hypothese
qu’il serait plus cohérent que tous les nou-
veaux objets d’un niveau apparaissent dans
une méme séquence d’enseignement pour les
éleves et non de facon différée, méme s’il
est possible que ce choix ne soit pas com-
patible avec diverses contraintes pédago-
giques et/ou institutionnelles.

Il semble important de faire ressortir
I’idée que la liste des différents quadrila-
teres d’un niveau donné n’est pas arbitraire,
mais correspond a une volonté d’exhaustivité
selon les connaissances accessibles et com-
préhensibles a ce niveau. Nous avons mis ici
I’accent sur les transformations, sans évoquer
d’autres champs propres a la géométrie ou
non (grandeurs et mesures, en particulier
aire et périmetre), ce qui est par exemple
I’approche développée dans [21]. D’autres
personnes ont toutefois pu montrer que ce n’est
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pas la seule voie possible et qu’une structu-
ration de la pensée géométrique est parfai-
tement envisageable a partir de la notion
d’invariance de grandeurs, avec une étude cen-
trée sur les notions d’isométries, de conser-
vation des aires et de similitudes, et cela
pourrait étre davantage approprié pour 1’ensei-
gnement au cours du cycle 4 ; le lecteur inté-
ressé pourra consulter les travaux de Perrin
[36] et Walter [50].

Approfondissements possibles

Tant bien méme les éléments présentés ici
permettraient de couvrir les attendus concer-
nant I’étude de quadrilateres particuliers selon
un programme d’enseignement, le travail est
loin d’étre terminé pour le mathématicien qui
se dégage de ces obligations. On peut citer les
travaux sur le sujet de Josefsson, dont [28],
bien que depuis d’autres travaux aient été
entrepris, ce dernier continuant son inspection
méthodique de classes de quadrilateres.

Aussi, certains jolis résultats liés a des pro-
priétés des quadrilateres usuels ne sont jamais
cités dans les programmes, bien qu’ils soient
accessibles dans le cadre de la géométrie é1¢é-
mentaire avec un minimum d’efforts (1’ingré-
dient essentiel de preuves de ces résultats
pouvant étre un cas d’égalité entre des triangles
judicieusement construits, ou I’emploi d’une
transformation élémentaire). On peut évo-
quer entre autres
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— le théoreme de Ptolémée : un quadrilate-
re convexe est inscriptible si et seule-
ment si la somme des produits des longueurs
des cdtés opposés est égale au produit
des longueurs des diagonales (le théore-
me pouvant désigner uniquement le sens
direct ou bien 1’équivalence),

— le théoreme de Pitot (ou Pitot-Steiner) :
un quadrilatére convexe est circonscrip-
tible si et seulement si les deux sommes
des longueurs des c6tés opposés sont
égales,

— un probleme de Thébault : a partir d’un
parallélogramme, on construit les quatre
carrés qui s’appuient extérieurement sur
chacun des cotés, alors le quadrilatére
formé par les centres de ces carrés est
un carré.

Quelques allusions ne peuvent masquer
que les considérations présentées dans ce tra-
vail, et plus particulicrement cette dernicre par-
tie, sont déconnectées d’un programme d’ensei-
gnement spécifique, ainsi que de toute
considération relative a I’évolution de la place
de la géométrie et de ses contenus. La (tres
rapide) présentation de 1’évolution de la ques-
tion des quadrilateres dans le systeme francais
initiée ici pourrait encore &tre complétée,
comparée aux systemes étrangers, éclairée
des motivations qui ont défini les orienta-
tions des programmes en géométrie ; nous
laissons le soin aux lecteurs motivés de pour-
suivre ce travail.
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