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Introduction

Beaucoup de gens s'entendront pour dire que pour étre « bon en maths », il faut
posséder un « esprit logique ». Entrons tout de suite dans le vif du sujet de cette
brochure : qu'est-ce que cela signifie ? Que toute personne « bonne en maths »
posséde un « esprit logique », ou, plus formellement, que

(*) pour toute personne P,
si P est « bonne en maths » alors P posséde un « esprit logique »

Qu'en est-il de la réciproque ? Toute personne possédant un « esprit logique » est-elle

« bonne en maths » ? Est-il suffisant de posséder un « esprit logique » pour étre « bon

en maths » ? On trouve sur un site d'énigmes mathématiques * la déclaration
suivante:«Pour r ®soudre ces probl mes, il nbdéest p
en maths. Un esprit logique peut suffire mais pas toujours », qui sous-entend qu'une

personne peut posséder un « esprit logique » sans étre « bonne en maths », c'est-a-

dire que la réciproque de l'affirmation (*) est fausse.

Nous ne cherchons pas ici a vérifier ou a invalider I'affirmation (*) ou sa réciproque,
elles ne nous servent que pour montrer que les liens entre logique et mathématiques
sontcomplexes,et qu 6 i | desmisesde positens tifferentes. Cette complexité
se retrouve dans l'histoire de la logique d'Aristote a Russell [1], de la théorie des
syllogismes a la logigue mathématique.

Qu'est-ce que la logique mathématique ? Donnons la parole a Daniel Lacombe [2], qui
en propose la définition suivante, tout en précisant qu'elle « a I'air d'une plaisanterie » :

La logigue mathématique c'est une branche des mathématiques, une

branche des mathématiqgues appliqguées, [é ] appliqgu®e aux
mathématiques. Ce qui donne a la logique mathématique dés le début cet

aspect circulaire, de serpent se mordant la queue qui, en fait, fait son

charme. [é ] [la logigue mathématique est un modele, et] le domaine extra-

mathématique qu'il s'agit de modéliser, c'est ce qu'on appelle quelque fois

la métamathématique, il vaudrait mieux dire la métamathématique naive,

qui s'occupe non pas des objets mathématiques, mais de ce qu'on fait

lorsqu'on traite des objets mathématiques, ce qui n'est pas du tout la méme

chose. [Lacombe, 1997, 15'10 Y 19'54]

Partant de cette idée que la logique mathématique traite de notions mathématiques
qgui per mettent dnathéch&®ique,inouepensénaqué faire étdt & ces
notions, les étudier, nous aide a nous exprimer, a raisonner, a prouver. Bien sdr, la
non plus ce n'est pas si simple : les tentatives d'enseignement explicite de logique
mathématique pendant la période des mathématiques modernes (les années 70) ont
montré qu'il ne suffisait pas d'enseigner de la logique mathématique pour aider les
éléeves a manipuler le langage et le raisonnement mathématique. Mais la encore, le

1 http://www.enigme-facile.fr/enigme-mathematique
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fait que ce ne soit pas suffisant ne signifie pas que ¢a ne soit pas pertinent. D'ailleurs,
apres plusieurs années durant lesquelles la logique mathématique était bannie des
programmes de mathématiques, elle est réapparue dans les programmes pour le lycée
de 2009 [3].

1 ne sbdagit paser ploaden soiuglogEueengiematique soas
l a forme doéun c, laagléegeroe audypé® dlous prapasens que les
enseignants aient un minimum de connaissances en logique mathématique, qui leur
permette d'en parler avec leurs éleves a des moments jugés opportuns. Telle était
probabl ement | 6i ntention des r®dacteurs de
écrivaient : « Les concepts et méthodes relevant de la logique mathématique ne
doi vent pas f ai gpéifigues maigdeitent grendre raturellsment leur
place dans tous les chapitres du programme. » (Programme de mathématiques pour
la classe de Seconde, BO du 23 juillet 2009). Mais cette place ne se trouve peut-étre
pas si naturellement que cela! Et la volonté fortement proclamée de bannir tout
enseignement de notions de logique a occulté celle de donner enfin sa place a la

|l ogique dans | 6enseignement des mat h®mat i qu:
professeurs se sont sentis mal "’ | 6ai se. 1
attendait déeux et i faut bien l e dire,

accompagner ces changements.

Nous réfléchissons a ces questions depuis 2010 au sein du groupe Logique de I''REM
de Paris.

Effet des nouveaux programmes, notre travail a d'abord porté sur le lycée. Il a donné
lieu a I'animation d'ateliers, a I'écriture de documents de travail (disponibles sur le site
du groupe) et d'articles (revues Plot [4] et P e t i[5]) § x edrganisatidn @le stages
propos®s par | 61 R &eWl plashsa desformateon corditle ees trois
académies franciliennes.

Nous présentons aujourd’hui dans cette brochure nos réflexions sur le college, car il

est évident pour nous que les difficultés, et donc les remédiations possibles,
commencent bien avant le lycée. Le mot « logigueé n 6 a pgoua&duanda flesi s dan
programmes de college de 2015, et en tant: dans @ acompé&tendei f

« raisonner » au cycle 4, nous pouvons lire « démontrer : utiliser un raisonnement

logique et des regles établies pour parvenir a une conclusion » (Programme de
mathématiques pour le cycle 4, BO du 26 novembre 2015 [6]). Ainsi, nous ne pouvons

vraiment pas dire que les programmes nous incitent a « faire de la logique € € dis

ils ne nous interdisent pas de le faire !

Certes,nous nodi magi n atesles paions dg logiquet abordées au college
au travers de nos activités seront complétement disponibles pour tous les éléves au
sortirducycle4,eti | va de soi qu 0 eexigibdes. Par eontre hnousa i e n t
semble trés important de familiariser progressivement les éleves avec ces notions.
Nous avons pu constater par exemple que des éleves de troisieme qui avaient pratiqu®
certaines de ces activités pendant 2 ans reformulaient volontiers, et de fagcon assez
pertinente, les propositions mathématiques qui leur étaient soumises, et, de ce fait, les



comprenaient mieux. De plus, certains avaient acquis de bons réflexes pour prouver
ou pour réfuter des propositions existentielles ou universelles. Les témoignages de
quelques-uns de ces éléves indiquent que, pour eux, monter la marche conduisant au
cours de mathématiques de la classe de seconde a été moins difficile que pour leurs
camarades des années antérieures.

La premiére partie de cette brochure est une présentation des différentes notions de
logique qui sont ensuite abordées dans les activités. Il ne s'agit pas d'un cours de
logique mathématique, mais c'est bien a la logigue mathématique que nous nous
référons. Les personnes intéressées trouveront un propos plus détaillé dans les
documents du cours Langage Mathématigue proposé par René Cori a I'Université
Paris Diderot [7], ou dans la thése de Zoé Mesnil [8].

La deuxieme partie donne des exemples de moments du cours de mathématiques qui
sont pertinents pour parler de telle ou telle notion. La liste n'est bien sir pas exhaustive,
nous espérons que les exemples que nous avons choisis seront éclairants.

Dans la troisieme partie, nous présentons des activités qui ont été plus spécifiquement
congues pour aborder des notions de logique, méme si cela se fait évidemment en lien
avec d'autres notions mathématiques.

Il'y a évidemment des liens entre les trois parties, une méme notion pouvant étre
abord®e dans dbéeux dbéentre elles, voire dans
appropriés sontindiqués.La | ecture | in®aire du texte node
lecteur peut emprunter plusieurs chemins pour parcourir la brochure. Par exemple, les
considérations théoriques relatives a la disjonction, page 11, sont illustrées dans la

deuxieme partie, page 29, et dans la troisieme, page 59.

Quel que soit le chemin que vous empruntez, nous vous souhaitons une bonne
lecture !


http://www.irem.univ-paris-diderot.fr/articles/les_documents_du_cours_langage_mathematique_en_l1_r_cori/
http://www.irem.univ-paris-diderot.fr/articles/les_documents_du_cours_langage_mathematique_en_l1_r_cori/
https://hal.archives-ouvertes.fr/tel-01114281

|. Rappels sur les notions de logique mathématique que
| 6on peut aborder au coll ge

Léobjectif de cette section est de rappeler |
entrer dans le détail du calcul propositionnel et du calcul des prédicats. Nous
aborderons tout ddédabord I es notions de propc
les éléments intervenant dans la construction des propositions : déoabord chacui
connecteurs usuels (NON, ET, OU, IMPLIQUE, EQUIVAUT A), puis les
guantificateurs. Nous traiterons finalement des différents types de raisonnement

permettant de prouver des propositions.

Tout au long de cette section des renvois aux sections suivantes permettront de relier
les notions théoriques a des activités proposées en classe.

1) Expressions mathématiques et variables

a) Noms et propositions

Les noms servent a désigner les objets mathématiques. Bien sOr, un méme objet peut
avoir differents noms, et une partie du travail mathématique consiste justement a
découvrir que sous deux noms différents se cache un méme objet (par exemple,
calculer | a valeur dobéune int®grale revient

Une proposition mathématique porte sur un (ou des) fait(s) concernant un (ou des)
objet(s) mathématique(s). Elle est susceptible d'étre vraie ou fausse. Ainsi, « 3 est
impair » est une proposition vraie, « 2 est impair » est une proposition fausse. Pour
une variable n pouvant prendre ses valeurs dans &, « n estimpair » est une proposition
pour lagquelle cela a un sens de se demander si elle est vraie ou fausse, mais nous ne
pouvons pas répondre a cette question e n | 6ca @'isfamations supplémentaires
sur n.

Par contre, « 3 est impair donc 32 est impair » n'est pas une proposition. Cette phrase
ne met pas en jeu seulement des objets mathématiques, elle met en jeu une personne
en train d'affirmer des propriétés de ces objets et qui fait un lien entre elles. Cet

exemple montre que | e discours mat h®matique
propositions, mais nous d ®f endons | 61 d @mlicitg le$ propositionsa v a i |
(formuler une proposition équival ent e, for mul er |l a n®gation d

la réciproque, la contraposéeé ) est pertinent pour ai der
s 0 a p p r lespcaractnstiques du langage mathématique, et donc a produire un
discours mathématique plus cohérent.



b) Variables

Dans certaines propositions mathématiques nous utilisons des variables, qui sont des
noms d 6 o b. jUeet variable est un symbole (généralement une lettre) appelé a
désigner des objets dans un ensemble. Nous éviterons soigneusement de dire que la

variable appartient ~ | 6ensembl e. Nous dirons guodell e
| 6ensemble en question, ou quobell e est astr
parlons de variable essentiellement en algébre et dans le domaine des fonctions ce

gui pourrait amener |l es ® ves ° penser quodu

De notre point de vue :

1. La proposition « pour tous points du plan A, M et B, si MA = MB alors M
appartient a la médiatrice de [AB] » contient trois variables A, M et B astreintes
" Il 6ensemble des points du pl an.

2. La proposition « pour tous nombres réels x et y, si x <y alors f(x) < f(y) »
contient trois variables, x et y astreintes a 2 mais aussi la variable f qui
représente une fonction de a1 dans 5.

Prenons un autre exemple, avec les deux propositions « n est premier et n est impair »
et « quelque que soit I'entier naturel n, si n est impair alors n? est impair », dans
lesquelleslavariablene st ast r ei ntlellyaunk distinct®refonamentale
entre ces deux propositions concernant la variable n: d'un point de vue naif, nous
dirons que la premiére proposition « parle » de n, elle dit quelque chose sur un objet
qui s'appelle n, alors que la deuxiéme donne une propriété (il se trouve qu'elle est
vraie) des entiers naturels, que nous pouvons d'ailleurs formuler sans utiliser de
variable : « tout entier naturel impair a un carré impair ». Nous pouvons caractériser
ainsi le statut de la variable n dans chacune de ces propositions : elle est parlante (ou
libre) dans la premiere, elle est muette (ou liée) dans la deuxieme.

Nous pouvons souvent reformuler les propositions en éliminant les variables muettes,
ce qui donne pour les propositions des exemples 1 et 2 précédents :

l. «Tout point ®quidistant des ex tmédatmcet ®s dob
de ce segment. »
2. «festcroissante sura »

Nous voyons que dans | 6exemple 2, |l a variabl
Nous ne proposons certainement pas de définir explicitement les notions de
proposition et de variable avecdes®l ves de coll ge mais plutt?
maniére dont nous formulons et reformulons les propositions au fil des cours. Les
d®finitions, propri® ®s et th®or mes sont | 6

des propositions mathématiques et a des variables. Nous présentons dans la partie Il
(La logique au fil des cours) notre réflexion sur la formulation de définitions en
arithmétique (page 23).



c) Connecteurs

D 6 uwaint de vue syntaxique (qui concerne la forme), les connecteurs logiques sont
des mots ou des symboles qui sont utilisés pour construire de nouvelles propositions
mathématiques a partir de propositions données. Considérons par exemple les deux
propositions :

1 « Le quadrilatere Q a un angle droit »

1 « Le quadrilatére Q est un losange »

Pour montrer que le quadrilatere Q est un carré, nous pouvons étre amenés a
construire la proposition « Le quadrilatere Q a un angle droit ET Le quadrilatere Q est
un losange » en utilisant le connecteur ET.

Les r gles syntaxiques auxquelles est

S OUmi

C

<

simpl es. Elles | e sont dbéautant moinsesqudel |

de |l a | angue fran-aise usuelle. Cbdbest certai

nos éleves.

D 6 yaint de vue sémantique (qui concerne le sens), chaque connecteur logique est
caractérisé par le choix de la valeur de vérité (Vrai ou Faux, que nous représenterons

par V et F) obtenue en fonction des valeurs de vérité des propositionsq u 6 i *. Poure | i e
| 6exemple pr®c®dent qui ut i | i«geequadrdatere @ @anect e u

un angle droit ET Le quadrilatére Q est un losange » est vraie dans le seul cas ou les
deux propositions a partir desquelles elle est formée sont vraies.

Les connecteurs usuels (NON, ET, OU, IMPLIQUE, EQUIVAUT A) sont ainsi définis
par les tables de vérité que nous verrons dans les parties suivantes.

2) Négation

€ partir doébune proposition A, on peut
Le connecteur NON est défini par la table de vérité suivante :

A NON A
Y F
F \

f or mer

Bien s%r, |l orsque | 6on demande de formul er
attendue est rarement |l e simple fait dbébappos
Si I 6on demande ° des mat h®ma«tpouctoueenterngquel | e

2 Pour les connecteurs binaires par exemple, il y a 4 distributions de valeurs de vérité
possibles sur des propositions A et B, et a chaque distribution on peut associer la
valeur Vrai ou la valeur Fauy, il existe donc 16 connecteurs binaires différents.

10



est pair », tr s peu doenkNGN (uw tout enBep o, n dst pain) b3,
mais plutot « il existe un entier n tel que n est impair ». Ce faisant, ils utilisent un certain
nombre de régles, que nous verrons dans les paragraphes suivants, qui permettent de
« faire rentrer la négation dans la parenthése » en transformant opportunément son
contenu. Ainsi, | a n®gat i on pashu teur une formé @égative ! Nous y

reviendrons (page 28),etnousverronsqu 6i |l 'y a plusieur somn®gat.

aurait pu également proposer « i | existe un entier »ntouse |

les entiers ne sont pas pairs »€é )

3) Conjonction et disjonction

A partir de deux propositions A et B, on peut former :

- leur conjonction qui est la proposition (A ET B)
- leur disjonction qui est la proposition (A OU B)

Les connecteurs ET et OU* sont définis par les tables de vérité suivantes :

A B AETB AOUB
Vv Y, Vv Vv
Y, F F Vv
F Y, F Y
F F F F

Il y a une dualité entre ces deux connecteurs. Ainsi, pour toutes propositions A et B :
(A ET B) est Vraie si et seulement si A et B sont simultanément Vraies.

(A OU B) est Fausse si et seulement si A et B sont simultanément Fausses.

Cette dualité apparait aussi dans les lois de De Morgan, qui d®cri laent

négation sur la conjonction et la disjonction :
Pour toutes propositions A et B :

1 NON (A ET B) est logiquement équivalente > a (NON A OU NON B)
1 NON (A OU B) est logiqguement équivalente a (NON A ET NON B).

3 Qui est pourtant, rigoureusement parlant, effectivement la négation de la proposition
considérée

4 1Is sont ici notés en majuscule pour les distinguer des autres et, ou présents dans le
texte qui ne sont pas des connecteurs logiques.

5> « Deux propositions sont logiquement équivalentes » signifieq u 6 e | Iménse table t
de vérité,cest-a-di re quodell es sont vraies en m°me

On s@n convaincra facilement ici.

11
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Nous verrons dans la partie Il que tous les «et» que nous rencontrons en
mathématiques ne sont pas des connecteurs logiques ET (équation produit page 31),

et que le connecteur OU souleve d 6 aut res di f f dueadftaRist qoquwediclel
inclusif (Inégalités| ar ges et princi pe dpagendad)xParmaileors do6i nf ¢
nous proposons dans la partie Il (Activités) une séquence qui propose un travail sur

les connecteurs ET/OUdans | e ocadivite surdes arittres de divisibilité

(page 59).

4) Implication

a) G®O®n®r alit®s sur | 6i mplication

A partir de deux propositons AetB, on peut f or M@&rLaprapositiop!| i cat i
A est appel ®e pr ®mi 8 vaut vmhiment|nbeuxmévitei le anbti o n (
« hypothése »), la proposition B est appelée conclusion de | 61 mpLe motat i on
« conclusion » est le pendant de « hypothesee et i | aurait mieux val
mai s | 6usage nda pas consacr ® doampémissee»t er me
Nous sugg®rons doinsister beaucoup sur | e

i mplication est vr ai étreGelarenvaie adaodistmdtianentre n doi t
«si & al»er«®é d o mqueaous expliciterons page 15.

Le connecteur IMPLIQUE est défini par la table de vérité suivante :

A B AY B
V V Y
V F F
F V V
F F V

Cette table de vérité nous permet de vérifier que :

f La négation de AY B est logiquement équivalente a (A ET NON B). En effet,
AY B est fausse dans le seul cas ol la prémisse A est vraie et oll la conclusion
B est fausse.
f AY B est logiquement équivalente & (NON A OU B).
f AYBndest pas |l ogique¥Ant ®quivalente ~ B
f Le fait que AY B soit vraie ne garantit ni que A est vraie, ni que B est vraie !
Les deux premiéres lignes de la table de vérité f on't l Gunani mit ®. To
sbaccorde ° dir e Y®esfausse losquelpprémisse A eshvraid et

gue la conclusion B est fausse, et que cette proposition est vraie lorsque la prémisse
et la conclusion sont toutes les deux vraies.

Ce sont |l es deux derni res |lignes qui provog
AY B est vraie lorsque sa prémisse est fausse, et ce quelle que soit la valeur de vérité
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de sa conclusion, est difficilement admise. Une maniére un peu brutale, mais assez
efficace, de |l ever | e doute, est doéexaminer
autres configurations possibles pour ces deux dernieres lignes : O

A B A???B A???B A???B
(possibilité 1) (possibilité 11) (possibilité 111)

\Y \Y \% \% \Y

\Y F F F F

F Vv Vv F F

F F F Y, F

Or ces trois tables nous sont familieres. La table donnée en possibilité Il est celle de
| 6®qui vHB eguemais varrons dans la partie suivante, la table donnée en
possibilité Il est celle de la conjonction (A ET B), et la table donnée en possibilité | est
celle de la « deuxieme projection »,  c-a-@re du connecteur qui a A et B associe B.

De toute ®vidence, aucune dobelles ne peut cc
propositon AYB néest ®q uB,n aAUeBnri &(A BTiB). "

La cause estdonc entendue ? « Passivite! »di sent certains,peuqui e s
trés bien décider que, lorsque la prémisse est fausse, la proposition AY B a une valeur
indéterminée. Ceux-l = se refusent ° eimpliatom (@ela formee c as
AYB) dont | a pr®misse serait faussencorne ®t en d
jamai s en mat h®mati ques. Une telle position

par exemple que la proposition
(mxe Y xO¥ x2Q1)
est vraie.

Mais admettre cela oblige aussitdt a admettre que les trois propositions suivantes
doivent étre vraies :

30Y 32

0 dY 0?01

12 @Y (-2)201
Or, si pour la premiére on est dans le cas inoffensif « VRAI'Y VRAI », la deuxiéme
correspond & « FAUX Y FAUX », et la troisieme & « FAUX Y VRAI ». Les trois lignes

de la table de vérité ol le connecteur Y prend la valeur VRAI sont donc bel et bien
mises eni u v rerepratique.

Une autre maniere de convaincre les sceptiques est de leur demander dans quels cas
une proposition de la forme AY B est fausse, ou, ce qui revient essentiellement au
méme, de les inviter a examiner la négation de cette proposition. Montrer que A est
vraie et que Best fausse est la seule maniére de convaincre que AY B est fausse.
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En mathématiques en général et au college particulierement nous utilisons

| 6expr«Ssisiéonal ors é¢é& pl uY bule terraee« iniplgues.yParb o | e
ailleurs, cette expression est utilisée entre deux propositions qui ont au moins une

variable libre, par exemple « Si (x-1)(x-2) =0 alors x =1 ». Cette proposition est

d®cl ar ®e f ausse par un eddgseignants de nmihgmatiques, ® d 6 ® |
et de chercheurs en mathématig u e s, p r e u vZestun confreaepgmplé. Mais

ellel ai sse dans | 6 embar rgaidhésiteot a luiattriieusr une galesro n n e s
de vérité déterminée [9]. Ont-elles c omp | t e me n t? Pasdanttqueddlah ®s i t er
regardons cette proposition comme une « simpleé i mp | i c addireccommela 6 e st
proposition « (x-1)(x-2) =0 IMPLIQUE x = 1 ». La variable x est libre. Pour la valeur

X = 1, cette proposition est évidemment vraie. Pour la valeur x = 2, elle est évidemment

fausse, comme pour lavaleurx=3 ddéai |l |l eur s. EI'l e est donc |
val eurs prises par |l a variable, et fausse p
Alors est-ce que tous les autres se trompent ? Pas vraiment non plus, ceux-la lisent

cette pr oposition cC omme une i mplicati eadireuni ver
« Pour tout réel x, (x-1)(x-2) = 0 IMPLIQUE x = 1 », qui est bien fausse, tout le monde
sbaccorder a-désaus.i | ement |

La pratigue en mathématiques est effectivementdelirelesi mpl i cati ons (québe
formul ®es avec | MPLI QUE, Sia & lalcthres é&a) | demm

universellement quantifiées sur toutes les variables libres. Il convient au minimum de

mettre les éleves au courant de cette pratique, mais | 0 jpent aussi, pour éviter toute
ambiguput ®, expliciter cette quantification |
oubl i @eestanienéladormulerla négation).

b) Réciproque et contraposée

€ partir diénv B, ndusgfinissona :
- Saréciprogque, BY A
- Sa contraposée, NON BY NON A

Cette d®finition syntaxique de | a r®ciproque
réciproque est un pur jeu de forme qui consiste a échanger prémisse et conclusion.

Ce ndbest pas si simple, car |l es i mpl«isitati ons
alorso% ce qui est 7 |l a place des pointill ®
proposition. Par ex e mpd4seunquadilgtereades diagonalési mp | i ¢
de m°me | ongueur , al»pnousvogobseiern quaknun quaddlatéeen g | e

a ses diagonales de méme longueur », et «xc 0 e st un »mnes ot pas gds e
propositions qui peuvent étre comprises de fagcon autonome. Nous ne proposerons

donc pas pourréciproque«s i ¢ 6 e st alors un guadrilaearegn lses diagonales

de méme longueur » (bien que ce soit grammaticalement correct), mais plutbt « si un

guadrilatére est un rectangle, alors il a ses diagonales de méme longueur ». La
remarque vaut encore plus pour l a contrapo
provoque une transformation supplémentaire de la structure des phrases utilisées
initialement.
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Nous verrons égalementdanslapartiellque certaines r®ciproques
sontpasv r a i mé«mécigrogue » du théoreme de Thalés page 34)

Toute implication est logiquement équivalente a sa contraposée, ¢ 6 easdti r eelleg u 6
sont soit toutes les deux vraies, soit toutes les deux fausses.

Une implication et sa réciproque ne sont pas nécessairement logiquement
équivalentes ! Il est donc légitime, en pr ®sence dbéune implicatd.i
quantifiée vraie, de la forme « pour tout x, A[x] Y B[x] », de se demander si la
réciproque « pour tout X, B[x] Y A[x] » est également vraie.

c) Si é aloomé et ¢é, d
Les deux phrases suivantes signifient-elles la méme chose ?

T Si(x-1)(x-2) =0alorsx=1oux=2

T (x-1)(x-2) =0doncx=1o0ux=2

Prenons deux phrases analogues de la vie courante :

T Si joéai 40A de fi vre alors je ne vais pa

f Joai 40A de fi vre donc je ne vais pas ¢tr
Nous voyons bien que |l a deuxi me ne peut °ti
40° de fievre et qui ne va pas travailler alors que la premiére peut étre prononcée par
guel qudun qui néa pas de fi vre. La seule c
phrase cbest quodelle ne peut pas °tre pronot
qui va quand méme travaliller.
De quelles informations disposons-nous si nous savons que la proposition « Si A alors
B » est vraie ? Cela ne nous dit rien sur les valeurs de vérité de A et de B. La seule
information que nous ayons cob6est qubil ndes
méme temps B soit fausse.
De quelles informations disposons-nous en affirmant « Adonc B » ? Enfaitilyena 3 :

i A estvraie

i B estvraie

T On a de bonnes raisons dbéavoir d®duit | a

« Si Aalors B » estune proposition alorsque« AdoncB»nden est pas une p.l
met en jeu un locuteur qui déduit la vérité de B a partir de celle de A (entre autres).

5) Equivalence

A partir de deux propositons AetB,onpeut f or mer |IWBBR®quivalence /
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Le connecteur EQUIVAUT A est défini par la table de vérité suivante :

B AU B

T om < < >
T < M <
<| ml M| <| ©

La proposition AU B est logiqguement équivalente a (AY B) ET (BY A).

De ce fait, de méme que pour les implications, les équivalences sont lues avec une
guantification universelle portant sur les variables libres.

Sa négation est logiquement équivalente a la proposition [(A ET NON B) OU (NON
A ET B)] qui est logiguement équivalente a (A OU BIEN B), ou OU BIEN est le
connecteur correspondant au ou exclusif.

Dans les propriétés énoncées ci-dessus, nous avons utilisé la relation « étre
logiqguement équivalente a » définie page 11. Cbest une relation
propositions, qui ne se situe pas au méme « niveau » que le connecteur EQUIVAUT

A, qui est un élément de langage avec lequel nous construisons des propositions. Bien

sar, ily a une relation entre ces deux objets : deux propositions A et B sont logiquement
équivalentes si et seulement si la proposition (A EQUIVAUT A B) est toujours vraie.

A un niveau avancé en mathématiques, nous utilisons spontanément le connecteur
EQUIVAUT A pour écrire despropr i ®t ®s caract ®ristiqgues. LOE
est le plus souvent « si et seulement si ». Au college, elle est peu utilisée alors que les

éléves rencontrent des propriétés caractéristiques. Nous reviendrons dans la partie Il

(page 37) sur différentes formulations alternatives.

6) Quantificateurs

a) Généralité sur les quantificateurs

Un quantificateur permet de construire une nouvelle proposition en opérant sur une
variable et sur une proposition. En mathématiques nous utilisons deux quantificateurs :

- Le gquantificateur universel, qui appligué a une variable x astreinte a un
domaineE per met déobtenir, " Pg,da prapaositiod 6 u n e

T, X P[x]
- Le quantificateur existentiel, qui appliqué a une variable x astreinte a un
i

domaine E per met déobtenir, "’ pPd, rlat gropositd® une p
W x P[x]
La proposition 1, X P[x ] est vraie |l orsque pour chaque @

proposition P[a] est vraie.
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La propositon WxP[x] est vraie | orsqub6il exi ste au m
E tel que P[a] soit vraie.

Nous avons les propriétés suivantes :

- La négation de la proposition 1, x P[x] est logiquement équivalente a la
proposition Y x NON P[x].
- La négation de la proposition W x P[x] est logiquement équivalente a la
proposition T, x NON P[x].
Pour marquer la quantification, les mathématiciens utilisent évidemment les
guantificateurs, mai s aussi bien doauguenasverpmsadan®d ®s |

la partie Il (page40)etpar exempl e dace de boulesaet quadvilatére®
(page 46).

b) Relations entre les différents types de propositions

Le schéma ci-dessous donne a voir différentes relations entre les quatre types de
propositions comportant une quantificationq u e | 6 o n  preéuidencendanstdes e
activités pour la classe (voirencorel 6 acti vit® sufpageé6y quadril at

Pas vraies en méme temps

Vx P(x) Vx NON P(x)
L'universelle vraie L'universelle vraie
entraine Négation entraine
I'existentielle vraie I'existentielle vraie

dx P(x) < » 3x NON P(x)

Pas fausses en méme temps

Les fleches rouges marquent la relation de contradiction, c'est-a-dire que les
propositions aux extrémités sont la négation l'une de l'autre.

La fleche verte marque la «relation de contrariété » entre les propositions
universelles : ces propositions ne peuvent pas étre toutes les deux vraies (mais elles
peuvent étre toutes deux fausses).

La fleche noire marque la «relation de contrariété » entre les propositions
existentielles : ces propositions ne peuvent pas étre toutes les deux fausses (mais
elles peuvent étre toutes deux vraies).

Les fleches bleues marquent des « propositions subalternes » : la vérité de la
proposition universelle entraine la vérité de la proposition existentielle.
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Les expressions entre guillemets ne sont plus en usage, elles ne sont donc pas a
utiliser en classe. Ce schéma est inspiré du carré des oppositions dont nous
présentons maintenant, a titre informatif, un rapide historique.

c) Petit historique du carré des oppositions

Dans ses Tuvres | ogi qu ®Oganorm Aistatei(-884,-32)ttade | e no
d'abord des propositions, qu'il définit comme étant « seulement le discours dans lequel

réside le vrai ou le faux ». Aristote considére alors des propositions de la forme sujet-
copule-pr®dicat (dans la proposition « tout homme est blanc », « homme » est le sujet,

« est » est la copule, « blanc » est le prédicat) qui sont d@bord distinguées en qualit®
affirmative ou négative, puis en quantit®Winiverselle ou particuliére, ce qui donne

guatre types de propositions :

9 Les universelles affirmatives : tout homme est blanc

1 Les universelles négatives : nul homme nobdest bl anc
1 Les particulieres affirmatives : quelque homme est blanc
1 Les particulieres négatives: quel gue homme nbdest pas bl a

Par ailleurs, Aristote élabore deux théories sur ces propositions : une théorie de
| 6opposi tthéone dela coowerson. Ces théories établissent des relations
entre des propositions, relations entre leurs formes et entre leurs valeurs de vérit®.

Aristote rlemaxigutte qauedux rel ations doéooppositi

1 D 6 u pa# la relation de contradiction entre des propositonsqgui s 6éopposent
la quantit®ét par la qualit®,ld@st-" -dire entre l@ffirmative universelle (Tout B est
A) et la négative particuliere (Quelque B nést pas A), ou entre la n®gative
universelle (Nul B nést A) et I@ffirmative particuliere (Quelque B est A), relation
qui correspond ~ la notion de négation,

{ Dautre part la relation de contrariét® @ntre des propositions universelles qui
spposent par la qualit® Wtdest-" -dire entre I@ffirmative universelle (Tout B est
A)etlanégatveuni ver sell e ( Nul B nbest A).

La | ogiqgue doé Aérdigésetdévelappéa d'abarchpari diautres philosophes
grecs, puis notamment par des philosophes du Moyen-Age en Europe. Ceux-Ci
établissent les relations entre les valeurs de vérité des quatre types de proposition de
facon plus exhaustive que ne I'a fait Aristote, relations qui sont résumées dans le carré
des oppositions, et que nous présentons a travers un diagramme dd a Boéce,
philosophe latin (470-524) :
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Contraires
— |

Subalternes
Subalternes

Subcontraires

A : Universelle affirmative
E : Universelle négative

[ : Particuliére affirmative
O : Particuliére négative

Carré des oppositions de Boéce

Ce carré des oppositions est également présent dans I'ldéographie (Begriffsschrift,
1879) de G. Frege (1848-1925), considéré comme le pére de la logique mathématique
actuelle (voir ci-dessous). Les quatre types de propositions sont exprimés dans un
symbolisme qui n'a pas été conserveé (ce qui est en noir aux quatre sommets du carré),
les mathématiciens ayant préféré le symbolisme utilisé par Whitehead et Russell dans
les Principia Mathematica (1910-1913), qui est celui que nous connaissons aujourd’hui
(ici en vert), et que nous avons repris pour « traduire » ceux de Frege et d'Aristote (ici
en rouge).

Tous les X sont P Nul X noest
"a(X(@)Y P(a)) " a (X(a)Y NON P(a))
—V—E" P(a) . —~—]—_r—" P(a) '

X (a) contraire X(Q)
S < S
u oo N u
b ? WO b
a ,’9 \0 a
l > |
t - t
€ > 7 e
< o
r ~ by r
n 0Q olr n
[ - (J e

d P(a) . d P(a)
| X@) contraire(N] | X()

NON (" a (X(a)Y NON P(a))) NON (" a (X(a)Y P(a)))
$a (X(a) ET P(a)) $a (X(a) ET NON P(a))
Quelque X est P Quel que X n

Carré des oppositions de Frege

19



7) Les différents types de raisonnement

Nous présentons dans cette partie les schémas de raisonnement les plus courants,
m° me sO0ils ne sont pas tous ®galement rencon
a) Raisonnement par Modus Ponens
Le schéma du modus ponens (ou regle de détachement) est le suivant :
Si A alors B,
or A,
donc B.
Il peut étre associé a la tautologie © suivante : (AY B)ETA)Y B

Ce schéma de déduction est sans doute le plus fréequent en mathématiques et plus
encore au college. Notons que nous utilisons en fait le plus souvent une implication
universellement quantifiée et que le schéma est alors plutét le suivant, dans lequel la
letre ad ®si gne wune variabl e, une constafunee ou u
expression algébrique par exemple) :

Pour tout x, si A[X] alors BJ[x], or A[a] donc B|a]

b) Raisonnement par Modus Tollens
Le schéma du modus tollens est le suivant :
Si A alors B,
or NON B,
donc NON A.

Il peut étre associé a la tautologie suivante : (AY B) ET NON B) Y NON A

Une autre fa-on doéarriver “ la conclusion NC
| 61 mp l«iScAaabrsB®>ne st doapp!l i qumaduslpeens & par@riceala d u
contraposée « Si NON B alors NON A ». Dans la classe, deux pratiques sont

possibles :

- Lorsgue quobéun t h ®&d®rA alore B >dest affirmé darns te ooers,
nous disposons i mm®di at e m&8IMNON BlaossNOM ut r e t
A », qui est sa contraposée. Nous pouvons alors appliquer le modus ponens a
| 6un ou | 6autre de ces deux th®or mes.
- Lorsque quodun t h &®rA alors B sdest affirmé dars te ooers,
nous pouvons appliquer le modus ponens ou le modus tollens.

6 Une tautologie est une proposition construite a partir de propositions élémentaires en
utilisant uniquement les connecteurs qui est toujours vraie (« toujours » signifiant
guelles que soient les valeurs de vérité des propositions élémentaires).
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Quell e que soit | a pratigue choisie, il est |
permet de faire une déduction dans deux situations : celle ou la prémisse est vraie,
celle ou la conclusion est fausse. En dehors de ces deux cas, on ne peut rien conclure !

Par exemple a partir de la proposition vraie suivante : « pour tout entier naturel n, sin
est divisible par 4 alors n est pair » on peut démontrer :

1 Qu 6 mombre quiest multiplede4est forc®ment pair (ce qu
est plus facile de reconnaitre les nombres pairs que les multiples de 4)

T Qud un n aunéstimpair ne peut pas étre un multiple de 4.

Par contre :

1 Illy a des nombres pairs qui sont multiplesde4et ddbéautres non.
1 Illy ades nombres non multiples de 4 quisontpairset ddautres non.

c) Raisonnement par contraposée

L 6 e x pr egasonoement par contraposée » peut désigner deux types de
raisonnement :

- le modus tollens, q u i est, comme nous | davatise vu, U
une implication

- une méthode pour prouver une implication en prouvant sa contraposeée (ce qui
est correct puisquodoelles sont | ogiquement

Le deuxieme type de raisonnement est plus rarement rencontré au college puisque
déune f a-on g ®n@somtpasen situadios) deRlEmontrersine implication,

et encore moins dbéavoir au pr®alable ™ for mu
d) Rasonnement par | 6absurde
Le sch®ma du raisonnement :par | 6absurde est

Je suppose NON A,

j e déduis une contradiction,

donc A.
Notons que pour recourir ) un qommescernpare me nt
formuler | a n®gat i @@néradmenthgaandcela pemsus est pan
explicitement demand®, nous nbéavons pas spon
cbest souvent apr s un premier temps durant
V®rit® doéune propositi ossayes alds da buppoden sa, gue
négation vraie en espérant aboutir a une contradiction.
Une autre remar que i mp o-dcdaqaidistieguesud raisopnenseat i cC i
par | 6absurde doéun r ai ¥ Cetta gueston est frkguemmend nt r a p
posée. Essayons de clarifier les choses. La différence majeure réside dans le fait que
| e rai sonnement par | 6absurde peut °tre u
proposition, alors que le raisonnement par contraposée ne concerne que des
propositions sous forme doéi mpllilcaséeonrouve gue dans I
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secondair e, au coll ge comme au | yc®e, dan.
propositions sont précisément des implications.

Il y a lieu de distinguer deux situations :

1 On sait que l'implication «Si A alors B » est vraie, on sait que B est fausse, et
on veut prouver que A est fausse.

- On peut certes invoquer le modus tollens (voir plus haut) : il n'y a alors pas
de raisonnement par I'absurde.

- Mais on peut aussi raisonner comme ceci (ce que nous pratiquons
couramment au collége) : on veut prouver que A est fausse ; on va raisonner
par I'absurde ; supposons donc que A soit vraie ; alors, puisque l'implication
«Si A alors B » est vraie, B doit étre vraie ; or B a été supposée fausse :
contradiction. En fait, le raisonnement par I'absurde intervient pour justifier
le raisonnement par modus tollens.

1 On veut prouver l'implication «Si A alors B ».
Troi s possi baldrsiamdis: sdéof frent

- Premier cas : un raisonnement direct permet de conclure : on suppose A,
on d®montre B, on a ainsi prouv® | 6i mpl
- Deuxieme cas : nous prouvons en fait la contraposée « Si NON B alors
NONA».On aura dodéautant plus volontiers re
saura formuler aisément la contraposée !
- Troisieme cas: nous utilisons un r ai sadrene ment
gue nous f ai s ons négdtibnydecette mplisation gstiveaie] a
ce qui consiste a supposer que A est vraie et que B est fausse. Nous
arrivons a une contradiction, ce qui prouve que la négation « A et NON B »

est fausse, et do8éalguBeedt@rdiempl| i cati on ¢
Il arrive dans le troisieme casquel a contradiction vienne du f
NON A, ce qui estincompatibleavec | 6hypoth s8&i guneudf edavensa
utilis® | dhypoth se A, ce alomséte eformdécermmte par |

un raisonnement par contraposée.

Ler ai sonnement gstapriviléi®d audébutrdd eollege car les éléves y
accedent plus facilement. Avoir rendu familiéres la notion de contraposée, celle de
réciproque et la distinction entre elles, est un objectif raisonnable de fin de college. Y
préparer les éleves le plus tot possible nous semble pertinent, méme si ces notions ne
sont évidemment pas exigibles.
e) Raisonnement par disjonction des cas
Le schéma du raisonnement par disjonction des cas est le suivant :
A OU B, or de A je déduis C et de B je déduis C, donc C

Il peut étre associé au fait que les deux propositions [(AY C) ET (BY C)] et
[(AOUB) Y C]sont logiquement équivalentes.
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Il. Lalogique au fil des cours

Bien entendu il ndest pas question doéoass®ner
Il s'agit simplement de leur faire pratiquer la logique au quotidien, de commencer a

introduire en situation le vocabulaire et de développer les mécanismes liés a la
formulation de la négation, de la réciproque et de la contraposée.

1) Expressions mathématiques : noms et propositions, variables

a) Ecrire une définition, une propriété ou un théoréme

A chaque fois que nous écrivons une définition, une propriété ou un théoréme, nous
écrivons des propositions.  Ai nsi , |l a d®couverte dbébune nouyv
de travailler sur les facons de la formuler, ce qui participe a sa compréhension (voir le

document Mathématigues et maitrise de la langue, MENESR 2016 [10]).

Nous partageons maintenant avec vous les discussions que nous avons eues a propos

de |l a formulation des d®finitions et des pro
une classe de 3¢, en rapportant ici celles qui concernent la définition des notions de

multiple et de diviseur.

Définition originale d e ense@nante :

Pour tout a, b et k entiers naturels tel que a et b sont non nuls et que a = bxk.
On dit que :
a est un multiple de b ou a est divisible par b ou b est un diviseur de a ou b divise a.

Remarque : L'entier naturel k est aussi un diviseur de a (k divise aussi a, a est aussi
un multiple de k et a est aussi divisible par k).

Remarque : Un nombre est toujours divisible par 1 et par lui-méme

Cette définition était inspirée de celle donnée par le manuel Sésamath 3¢ (2008)
page 18 :

‘Définition | a est un entier naturel et b est un entier naturel non nul
Sia=bxk(oua = b =k) ol kest un entier naturel
alors a est un multiple de b ou a est divisible par b ou b est un diviseur de « ou b divise a.

Dans la formulation du manuel Sésamath, la formulation « ou k est un entier » masque
une quantification existentielle. Une telle formulation fait partie du langage
couramment utilisé par les mathématiciens, mais n'est pas forcément explicite pour les
éléeves. Nous préférons utiliser explicitement un quantificateur existentiel.

Dans la proposition o r i g i n arseignadte, led tiis variables étaient quantifiées
universellement, mais cette formulation pose probleme : les mots définis ne portent en
fait que sur a et b, la variable k n ést introduite que pour établir leur définition. Il y a une
différence de statut entre les variables a, b et k, nous avons donc choisi de sortir la
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présentation des variables a et b de I'encadré, et de les introduir e avec | dexpr e
«s 0 i % ‘da variable k par contre est introduite dans la définitio n , mai s coOest
variable muette (voir définition page 9).

Par aill eurs, | 6 utdsliiés aatlbodans kddéfinitiod duxnpnued s s i o n
Sésamath nous paraitmalheure u s e, c ar évidemmergp a® adgdune i mpl i c

Nous avons également discuté du fait de prendre a et b non nuls : en 68, la divisibilité
est introduite a partir de la division euclidienne, la division euclidienne de a par b étant
définie pour a quelconque et b non nul. Nous avons pourtant choisi de prendre a et b
guelconques pour la définition de multiple, qui ne nécessite aucune restriction, mais
de restreindre la définition de divisible au cas ou b est non nul pour rester cohérent
avec ce qui est fait en 6°, méme si ce choix implique le « dédoublement » de certaines
propriétés, selon qu'on les formule en termes de diviseur ou de multiple.

Définition 1 apres commentaires

Soient a, b des entiers naturels
On dit que aest un multiple de b quand il existe un entier naturel k tel que a = bxk.

Dans ce cas, lorsque b n'est pas nul, on dit aussi a est divisible par b ou b est un
diviseur de aou b divise a.

Nous nodéoh®sitons pas non plus ° faire expldi
universelles dans les propriétés :

Propriété: pour tout k, a et b entiers naturels,
si a et b sont des multiples de k alors (a+b) et (a-b) sont aussi des multiples de k.
Propriété: pour tout k, a et b entiers naturels, k non nul

si k divise a et b alors k divise (at+b) et (a-b).

b) A question différente, réponse différente

Il est important doéexpliquer aux ®I ves ce ¢
guestion qu 0 oleurdrigeuen papicukeed'étrelconfrontés a deux types
doactivit®s concer:nadndtu nlee sp apr rijppop8sitan | (astesite su n e
vraie ou fausse ? ) , déautre part prNodsuallonsevoirdgedan® r o p o s i
ce deuxi me cas, il nbdbest pas seul ement atte

"Lout il i s asdith cest ped wourgnte dans les manuels pour le college,
malheureusement, de ce fait, les variables ne sont plus introduites et le statut de ces

|l ettres nodest pas <cl air. D6 awconsidéesonsedgup r e S s i C
entiers naturels a et b », « étant donné deux nombres entiers a et b »...
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A une question ouverte du type : « quelle est la nature de la figure suivante ? »

D C
)
A B
La réponse attendue est « un carré » parce que nous attendons la réponse qui donne
|l e maxi mum doéinformation. Les ® ves y sont
rappeler régulierement le contrat associé a de telles questions : non seulement donner
une proposition vraie, mais donner <celle qui

Avec une question type Vrai/Faux, les éléves devraient répondre vrai aux quatre
affirmations suivantes :

1 «lafigure estun carré »

1 «lafigure est un rectangle »

1 «lafigure est un losange »

1 «lafigure est un parallélogramme »

Cependant, il arrive frequemment que des éléves répondent faux pour les trois
dernieres propositions.

Avec une question type QCMcommeci-d essous, quel est | dattend
du type « Quel nom de figure correspond au schéma proposé » ?
Schéma A B C D
D C
I
carré rectangle losange parallélogramme
-
A B

Attendons-nous une unique réponse (celle quidonnel e maxi mum dou nf or m,
plusieurs (toutes ceVrd)®s pour | esquelles cobe

1 est I mportant de pr®ciser | a question et
genre dbéambiguput® se rencontre r ®gomdd- r emen
dessous dbéaut:res exempl es

1 Combien un rectangle a-t-i | déoang?l es droits
« Un rectangle a 3 angles droits » est vraie méme si un rectangle a exactement
4 angles droits. On peut d'ailleurs remplacer 3 par 2 ou par 1. La confusion est
d 6 a ut a grandepcheu les éléves quand on définit un rectangle comme un
guadrilat re ° trois angles droits. Le pr
pour eux ~ celui du maximum doéinformati on
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1 Le triangle ci-contre est équilatéral (maximum F

déinformation), mais dire ¢

déai lencewsrsur | e fait quoéil G

justifier certaines propriétés, par exemple | 6 e x i st

trois axes de symétrie. Comment évaluer la réponse « il E
estisocele»d 6un ®I ve 7 g uanatorede:

ce triangle ?

1 «Quelle est la nature de la fonction f définie par: pour tout nombre x,
f(x) = 5x » ? La réponse « elle est affine » est correcte méme si le maximum

doéi nformation attendu | or s«la dobatiomef esg ue st i ¢
linéaire ». Déaill eur s, au | yc®e, avec |l darriwv
lindaire/af fine induite par | 6approche des f

proportionnalit® s 0e shnepafedr ragdemehtelassqeensei gn
de fonctions affines.

Finalement, il y a derriére toutes ces situations un méme schéma : une propriété P est
«plusfote»qudune propri ® ® PO6, YRO swugoissvmik | 61 mp
Tout objet possédant la propriété P possede alors également la propriété P6 , et

| 6i nver se no6®t an tl papa@t plus pestinent@@endomner la\pno@iété P,

gui comporte davantage d'information.

La question du principe du maximum d 6 i nf or maétra tavaillée & plusieuis
occasions: au f i | des <cour s ihégalités latges pagé 3Lt dansi sat i o
I@activités Sacs de boule page 49.

c) Expression littérale

La not i on ndittesmbe,ptrplus généoalement le travail algébrique, est une
occasion pertinente de parler de noms, de propositions (sans forcément utiliser ces
termes avec les éleves), et de variables.

Nous avons constaté a ce propos dans les manuels une grande confusion entre noms
et propositions. Une expression littérale est produite lorsque nous effectuons une
suite dbéop®rations sur d eess représartées par aes des

lettres 8. Par exemple, partir de 2, ajouter a, multiplierpar5s e t r a deMpressiop ar | 0
littérale (2+a)x5. Une expression littérale est donc un nom. Dans plusieurs manuels, il

y a une confusion car | es exemples doexpres
avec une ®galit® dont | ePar exemplepdans teémarsueél pas
Dimension Cycle 4 page 142 (Hatier, 2016) [11] : « Léire ' du rectangle ci-contre est

donnée par I@&xpression littérale ' = xJb», dans le manuel Delta Cycle 4 page 144

(Belin, 2016) [12]: «Le prixdenst yl os ~ 2,7 0 |1 6unit® sbexry

8 Ce qui est en gras dans ce paragraphe peut, selon nous, étre écrit dans un cahier
dé®l ve.
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variable n:p=2,7xn=27n». Ces exempl es peuvent donner
. s , s oy , . A 1 .
expression littérale est une égalité, nous préférons écrire « L@ire ° du rectangle ci-

contre est donnée par I@xpression littérale x/bOn écrira’ = x Jb»

Certaines conventions per mettent de simplif
littérale : on écrit ab a la place de axb, 5c ala place decx5 ( nous noéuti | i
volont ai r ement pas | 6®gal i t® pour I ntroduire
ndavons pas encore parl ® dé®galit® entre deu

Une égalité entre deux expressions littérales est une proposition qui contient une ou
plusieurs variables libres (en fait, toutes les variables sont libres). Par exemple :

(2+a)x5=7ai 4

Nous souhaitons amener les éleves a comprendre que face a une telle égalité, nous
pouvons nous poser plusieurs questions :

1 Sont-elles égales pour toutes les valeurs des variables ? Jamais égales ?
1 Sont-elles parfois égales et si oui pour quelles valeurs des variables ?

Pour marquer ces diff®rences, il est i1importa
Lorsque nous attribuons une valeur numérique aux variablesd dune expr essi
' itt®rale, nous obtenons une expression nume
les opérations pour calculer la valeur de cette expression. Par exemple, pour
a=7, Iréssionp(2+a)x5 prend la valeur ~ (2 +7) 1-&dire 450 Nosigt

ndempl oyons pas f«expesionenanériguee> ateelesmleves, mais
pas contre nous faisons attention dans notre discours a bien distinguer les deux. Par
exempl e | 6eGglreewslsi wdune e x»ptrowdesdans fe manuel t ®r a | ¢
Del t a, est particuli rement mal adroite, coe
Nous utiliserons plutbt«c al cul de |l a val eur»aiévhldaBoR pr e s s i

de | 6ex pr des»semn précisaht bient« @ouraelles valeurs des variables ».

Quand les deux expressions numériques obtenues en évaluant deux
expressions littérales pour les mémes valeurs de variables sont égales, nous
dirons que les deux expressions littérales sont égales pour telles valeurs des
variables. Par exemple comme 7 x 71 4 est aussi égale a 45, les expressions
(2+a)x5et7ai 4sont égales poura=7.

Deux expressions littérales sont dites égales (tout court!) lorsque les
expressions numériques correspondantes sont égales quelles que soient les

valeurs attribuées aux variables. Nous voyons qubéune difficul
« les expressions sont égales » et « les expressions sont égales pour telles valeurs

des variables ».

Par exemple, les expressions (2 +a)x5et7ai 4 sont égales pour a =7 mais ne
sont pas égales par contre les expressions (2 +a) x5et 5a+ 10 sont égales.
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Les quantificateurs nous permettent de bien marquer cette différence: deux
expressions littérales, par exemple A[x] ° et B[x], sont égales si la proposition « pour
tout réel x, A[x] = B[x] » est vraie.

So6i | e xiecstdl que lesexpresBienk soient égales pour x = a, alors la proposition
« il existe un réel x tel que A[X] = B[X] » est vraie.

Nous proposons dans la partie suivante une activité autour de la démonstration de
telles propositions quantifiées (voir activité Calcul littéral et quantification page 68).

Quand nous cherchons les valeurs des variables pour lesquelles deux expressions

littérales sont égales, nous regardons alors I'écriture A[X] = B[x] comme une équation.

Résoudre cette équation consiste a déterminer les valeurs, ici de la variable x, pour

l esquel l es | 6®galit® est vraie. Pour cel a,
expressions algébriques (littérales ou numériques) qui sont vraies exactement pour les

mémes val eur s de sa-dvequeinabécryans unesdite detpropositions
équivalentes. Au collége, on parvient en généralement facilement a une derniere

égalité de la forme x = a, il est donc tres facile de trouver la valeur de x pour laquelle

A[X] = B[x] est vraie.

2) Négation:for mul er | a n®gation dbébune propositio
Pour pouvoir avoir recours ~ des raisdnnemer
estnécessairedepouvoir f or mul er ai s®ment | a MaisRlyuet i on d

facon plus générale, cela aide a mieux comprendre la signification des propositions
auxquelles on a affaire. Ce travail peut étre commencé des le collége, et associant le
plus souvent possible une proposition dont on se demande si elle est vraie a sa
négation. Par exemple, en 68, pour un segment [AB] donné, nous pouvons étudier la
conjecture «tout point équidistant des extrémités du segment [AB] est sur sa

médiatrice »°, Lédensei gn addmangee commeat lil serast possible de

d®montrer quobelle est fausse, et ®crire ~ pa
« il existe un point équidistant des extrémités du segment [A B ] qgui néest pas
meédiatrice », qui est la négation delaconject ur e ®t udi ®e. Léune ou

vraie, reste a démontrer laquelle.

En familiarisant ainsi les éléves avec la notion de négation, il devient rapidement
possible de | eur demander explicitement de
proposé dans | 6tigité Divisibilité (page 59).

9 Nous utilisons la notation entre crochets pour ne pas confondre avec la notation
fonctionnelle.

10 Dans cette formulation, nous avons « sorti » la quantification universelle sur le
segment [AB] de la conjecture, pour ne pas la surcharger en quantification. Mais bien
sar, le résultat important est que « quels que soient les points A et B, tout point
équidistant des extrémités du segment [AB] est sur sa médiatrice ».
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La formulation de | a n®gation dbéune proposif
m®cani que que | a proposition est formul ®e da
donné dans le paragraphe précédent, la formulation de la négation ne peut pas se
faire seulement en appliquant des régles. Par contre, la négation de cette méme
proposition exprimée sous la forme « pour tout point M, si MA = MB alors M appartient
alamédiatrice de [AB]»peut se faire de fa-on automati s®e

les regles de formulation de la négation (voirpage 12pour | a n®gation de
etpagel7pour | a n®gation dobéune pr opobBormalisern uni v
le langage que nous utilisons etproposerd es aut omati smes aux ®I| ve

cependant pas la voie que nous suggérons. Au contraire, la négation est une occasion

de se questionner sur le sens de certaines expressions courantes, comme nous le

faisons par exemple avec la formulation « tousne s o n t » darms e®activités Sacs

de boules (page 47) et Quadrilateres (page51). C6e st aussi | 6occasion
négation et contraire. Par exemple, plusieurs éleves proposent comme négation de

« tous les rectangles sont des carrés » la propositon «kxaucun rectangle n

carré » avec cette idée que le contraire de « tous » ¢ 6 ecsucun ». Et effectivement,

| 6i d®e de contr aidaeppcoosmparotne Ichoind@e Ida n®ga
déooppositi on (&coptiaitesle «<éketblarntt mea n 0 e«one papéires

blanc », c ®&rsroir») . Or en mat h®mati quesxextréamedt e | dEé
nda pas de sensognlquiseudbtmptioppocdoest cell e de
ici, la proposition « tous les rectangles sont des carrés » est fausse, mais la proposition

«aucun rectangleesbestussecats ®i (ce quoil
rappeler au coll geé). Elles ne peuvent donc

3) Conjonction et disjonction

a)y D®f inition du milieu doébun segment

Il peut étre intéressant de commencer des la classe de 6¢ a expliciter le sens du ET et
|l e passage ©~ sa n®gation. La d®finition du
travail sur le ET. En effet le milieu peut étre défini de la fagon suivante :

Définition : | e mi legneent estld point g appartient a ce segment ET qui
est équidistant de ses extrémités.
Nous proposons ensuite un exercice avec plusieurs schémas, représentant une ou

des configurations g®om®triques 0% un point
Les éléves doivent alors dire si les points sont milieux ou non en justifiant leur réponse.

11 Voir la définition du Centre National de Ressources Textuelles et Lexicales :
http://www.cnrtl.fr/definition/contraire
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La discussion qui doit sbdéinstaurer entre

devraient permettre de conduire a une formulation de la regle suivante :

| es

Siun point n6appartient pas OU nuenstsepgamse n®qui di st

extr®mit®s dauonrsegmenbest pas | e mi

Cet exercice est adapt ® «Hrchesduprwfesseari6tede d e

| 61 REM dég13]BREST

i eu

M éé. ééé. .| e [BALI i eu (
M éeéeéé. é. .|l e HB | ieu I
M éé. ééé. .|l e[RB] | ieu (
M est éé. éée.. des p
Nous | davons adapt ® en jutdienleursdépanses.a ux ®I

Enoncé modifié :

Considérons la figure ci-contre.
Complete les affirmations ci-
dessous par «est» ou par
«ndbestr pas

Affirmation Justification
M éé. ééé. . | e [BR]
M éééée. é. .| e [BG]
Méeé. ééeé. . | e 1G]
F éé. éeéé. .| e [EMI
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Correction :

Affirmation Justification
M est le milieu de [EF]. Mi [EF] ET ME = MF

Mn 6 e s tlemilewde [EG] MT [EG]
Mn o e s tle miiewde [FG] M1 [FG]

Fnoestlemilewsde [EA] EF | AF

b) Inégalités| ar ges et principe du maximum doéinf ol

Le caract re inclusif du OU ne pose pas forc
est explicit®. Par contre, certains contini
propositi on dsteiaie, encajewee faks & Causd du principe du maximum

d 6 ermations. En effet, les éleves savent tres bien que la proposition 2 < 3, qui est

« plus forte » (au sens déja défini page« plus forte » 26)que 2 O 3, est vr
remettent alors en question la vérité de la premiere.

c) ET/OU et équations produits

Lors de | a r®sol ut i o parexemplepour ®g2)(a-t4)=ddnpnougsr odui t
écrivons souvent successivement« x=2oux=4»,puis«l es sol utions de |
sont 2 et 4 ». Cette reformulation, avec transkou»mna«etw peutd 6 un
laisser les éleves perplexes. Dans la premiere proposition, le ou est bien un connecteur

logique OU entre deux propositions. Par contre, dans la deuxieme,leetn 6 e st pas ur
connecteur logique ET: i | ne s écangnction Ipgaee dek eeux paopositions
«Lasolutonde | 6 ®qu astdatwolna essal Rt i on de» Cekt@sfunat i on e
conjonction de coordination qui relie les deux éléments qui sont sujets du prédicat

binare«l es solutions de | 6®quation sont é

d) Disjonction, négation et les expressions « au plus », « au moins », « & 0 u
plus» «€ ou mojéns

Objectifs :

Léarriv®e des in®galit®s | arges avec | es reg
que le vocabulaire employé « au plus », « au moins », « € ouplus» «@€ ou mo»j ns

« strictement inférieur » / « strictement supérieur », « inférieur ou égal » / « supérieur

ou égal » sont sources de grandes confusions chez les éleves.

Dans le cadre de exefice de statistiques en classe de 5° présenté ci-apres, une
guestion, la question 3, a été ajoutée pour travailler ces questions de vocabulaire et
de logique liees aux inégalités larges et strictes. Elle met en jeu les connecteurs
logiques ET, OU et NON (voir page 11). Le travail sur cette question a duré une
trentaine de minutes dont quinze en groupes de 3 ou 4 éléves et quinze pour la mise
encommun.L o r s e tle géance, le travail des groupes est assez animé.
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L6®nonc® compl -aprés posrtsituat le nadr®de daiquestion 3 qui est la
seule pour laquelle nous proposons un scénario de correction.

Enonceé :

1. Voici les notes de 26 éleves de 5 a un contréle : 11 ;17 ;17 ;8;16;6;15;12;
8,14;5;,15;12;7;7;4;9,6;12;11,;10;16;14;13;16;9

Regrouper ces données dans un tableau.

ESt-Ce Clair €L lISIDIE 2. .. e
Peut-on rapidement tirer des conclusions quant a la réussite de ce contréle ~............
i e e ———————————————— i ae i mnn - :

2. Pour faciliter les commentaires on regroupe les donnéesparclasses: 0 < note O
5 < note O 10, 10 < note O 15, 15 < note O 2

Faire le tableau correspondant.

Classe 0 O nd5 < no|l10 < ndl1l5 < ndTotal

Effectif

Fréquence

Fréquence en %

Compléter la colonne total.

Dans un cas de regroupement par cl| adasse. on pa
Quel est | 6effectif (et |l a fr®quence) Ades ®I
é .

Quel e st otdl dedafcliseec?t...i.f....loii

Compléter le reste du tableau.

Quels sont les avantages et les inconvénients de ce type de regroupement ?.............

© . i i e e e eemeeeeime e ——— = —— e aeaam—— e e e st e eannn :

3. Questions :

Combien d'éleves ont :

au moins 10 ?

au plus 10 ?

moins de 10 ?

plus de 10 ?

10 ou moins ?

10 ou plus ?

une note strictement inférieure a 10 ?
une note strictement supérieure a 10 ?
une note inférieure ou égale a 10 ?
une note supérieure ou égale a 10 ?

=

=A =4 =4 =4 =4 -4 4 -4 -
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Scénario de correction :

Nous commencgons par mettre en commun les réponses des différents groupes.

Nous faisons identifier aux €léves les propositions « qui veulent dire la méme chose »
(équivalentes) et attribuons une lettre a chaque groupe de propositions pour les

identifier plus facilementé
Combien d'éleves ont :

«aumoins10?»Y a

«auplus10?»Y b

«moinsde10?»Y c

«plusde10?»Y d

«10oumoins?»Y b

«10ouplus?»Y a

une note « strictement inférieure a10?» Y ¢
une note « strictement supérieure a10? » Y d
une note « inférieure ou égale a10?» Y b
une note « supérieure ou égale a10?» Y a

= =2 4 A 4 A5 -5 - 4

=

En partant du carré ci-aprés avec les parties grises vierges, nous faisons établir aux

éleves les relations entre les propositions en leur demandant lesquelles :

1 Sontnégations| 6 une de | 6autre
Peuvent étre vraies en méme temps

Peuvent étre fausses en méme temps

Ne peuvent étre vraies en méme temps

1 Ne peuvent étre fausses en méme temps

= =4 =4

Lors de cette discussion les éléves doivent justifier leurs réponses et donner des

exemples.

Le carré ci-dessous leur est ensuite distribué :

a. Négation |c.

« au moins 10 » l'une de [« moinsde 10 »

« 10 ou plus » l'autre |« une note strictement inférieure a 10 »

une note « supérieure ou égale a 10 » note < 10

10 O note < .

- Peuvent étre vraies en méme temps - Ne peuvent pas étre vraies en méme temps
(si note = 10) - Peuvent étre fausses en méme temps

- Ne peuvent pas étre fausses en (si note = 10)

méme temps

b. < »|d.

«au plus 10 » Negation |« plus de 10 »

« 10 ou moins » Fune de |« une note strictement supérieure a 10 »

une note « inférieure ou égale & 10 » lautre | note > 10

10 O note
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4) Implication

a) Formulatonen«Si é albors é
La formulation des propriétésen «s i € a | o esstées courante en mathématiques,
maisvues| es di fficult®s des ® ves avec | 06i mpl
nous demander S i coest l a plus pertinente
universellemen t guanti fi ®e, el | e a not amment I 61
guantification (comme dans « si un parallélogramme a ses diagonales de méme
| ongueur , al or s »)cpareantre expliciterdans deaformulagons telles

que «tous les x qui veérifient A[x] vérifient B[x]» (comme dans «tous les
parallélogrammes qui ont leurs diagonales de méme longueur sont des rectangles »).

Notre proposition nobest pasxsdéealbamméde | es f
varier les formulations, ce qui arrivera naturellement si les éléves ont régulierement

comme t©che dbéem° mespqderensaxgnant pourra
formulatonen«si éal os6éel |l e nbest pas propos®e par

b) Réciproque du théoreme de Thalés

La formulation en «si éal oras él 6avantage de faciliter

r ®ci proque doéune i mpl ipctaattiioonn,s nmo®ceensnsaanitr else sp «
formulée correctement, nous en avons déja parlé (page 14). Notons cependant que la

« réciproque » peut aussi étre formulée a partrdd une f or mul atoustesix du ty
qui vérifient A[x] vérifient B[x] », sous la forme « tous les x qui vérifient B[x] vérifient

A[x] » (par exemple, la « réciproque » de « tous les parallélogrammes qui ont leurs

diagonales de méme longueur sont des rectangles » est « tous les parallélogrammes

qui sont des rectangles ont leurs diagonales de méme longueur », c-a-dirs plus
simplement « tous les rectangles ont leurs diagonales de méme longueur ». Encore

une fois, nous d®&f endmslatibnétrelo®railatiQruparticipents | e u X
a la compréhension des propriétés des objets.

Coest une d®marche courante en math®mati que
théoremeen«s i é al o,dessé demander silaréciprogue est vraie. Nous pouvons

doncinstal | er cette pratique dans | a classe, sans:s
doéoinstaller une culture de travail mat h®mat i

Il nous parait important de souligner que la célebre réciproque du théoreme de Thales
telle que nous la présentons en général aux éléevesn 6 e n e s t! Rpgardonsupar e
exemple la formulation du manuel Dimension [11] page 418 :
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Théoréme Si (DB) et (EC) sont deux droites sécantes en A avec (BC) et (DE)
paralleles, alors on peut écrire les égalités :

56 66 66 12
00 00 00

Une application stricte de la définition de la réciproque donnerait :

Si— — —, alors (DB) et (EC) sont deux droites sécantes en A avec (BC) et
(DE) paralléles.
Or, ce nbest pas decmanoaigageets8! que propose

Propriété ( d) et (dé) sont deux droites s®c

A et B sont deux points de (d) distinc
de O avec A, B, O, et M, N, O alignés dans le méme ordre.

Si—  —, alors (AM) et (BN) sont paralleles.

Revenons au théoréme direct : nous voyons déja que la proposition « (DB) et (EC)

sont deux droites sécantes en A » et la proposition « (BC) et (DE) paralleles»n 6 o n t
pas le méme statut. La premiere pose le contexte, la deuxieme pose la prémisse du
théoreme. Il nous parait alors préférable de dire :

Quels que soient les points A, B, C, D et E tels que les droites (DB) et (EC) sont
sécantes en A,

Si (BC) et (DE) sont paralléles alors — — —.

Reformulons alors la réciproque :

Quels que soient les points A, B, C, D et E tels que les droites (DB) et (EC) sont
sécantes en A,

Si— — —alors (BC) et (DE) sont paralléles.

Cette réciproque est fausse : en effet, si les points A, B, D et A, C, E ne sont pas
alignés dans le méme ordre, méme la double égalité ne suffit pas a ce que les droites
soient paralléles (il est par contre possible de prouver le théoreme « Quels que soient
les points A, B, C, D et E tels que les droites (DB) et (EC) sont sécantes en A,

si— — —alors (BC) et (DE) sont paralleles ou les droites (DB) et (EC) sont

perpendiculaires », mais cette étude est trop difficile a la fin du collége).

12 Cette formulation proche de celle trouvée dans la plupart des manuels, est
| 6occasion de parl|l eXr=YdEéquvamutd¥uWHTY=Rgal it ®
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Faut-il alors bannir le nom «réciproque du théoreme de Thales » ? Non, mais

justement expliciter le travail mathématique qui nous conduit a formuler cette propriété

en faisant quelques arrangements vis-a-vis de réciproque stricte (dont on peut montrer
gudell e estt ofuatu sdséea)b or d, ce qui nous 1 nt ®res
parallélisme, ce qui est impossible si A, B, D et A, C, E ne sont pas alignés dans le

méme ordre, donc il est cohérent de rajouter cette hypothése. Ensuite, avec cette

condition supplémentaire, la « réciproque » est vraie, mais une égalité seulement étant

suffisante, on préférera la « réciproque » telle que nous la connaissons.

Reste a noter que la réciproque donnée aux éleves, a une adaptation pres, est plus
proche de la réciproque du théoreme de Thales tel que vu par Euclide (voir annexe
page 87) (https://qallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k680139/f220) :

Livre VI, Théoreme 2. Proposition 2 :

Sionmeine vne li%lnedroié‘tc arallelea I'vn des coftez d'vn
triangle, laquelle couppe les deux autres coftés ; elle les
couppera proportionnellement : & fi deux coftés d'vn -
triangle {font couppez proportionnellement, la ligne coup-
panteferaparalleled I'autre cofté. .

Si on méne une ligne droite parallele a I'un des c6tés d'un triangle, laquelle coupe les
deux autres coOtés, elle les coupera proportionnellement. Et si les deux c6tés d'un
triangle sont coupés proportionnellement, la ligne coupante sera paralléle a l'autre
coté. »

Dans ce paragraphe, Euclide énonce le théoreme direct portant sur une simple égalité,
et sa réciproque.

En effet, da n s |l a d®monst r atandtons
d 6 app!l duchédaréme direct sont donc :

1 Un triangle délimité par trois lignes droites
(segments) [AB], [BC], et [CA];

T Une ligne droite [DE] paralléle a la ligne droite [BC]
coupant [AB] en D et [AC] en E.

La conclusion donnée est : « AD fera a DB ce que AE est a EC. »

Autrement dit, en écriture mathématique actuelle — —, ce qui en ajoutant de part et
déautre du—sp gHraevieBigtat —.

Il est tout a fait possible d 6 expl i guer notamment@h utlisand des
démonstrations animeées (voir le site Mathkang.org ou celui de Thérese Eveilleau [14])
que le théoréme direct qui leur est proposé est « enrichi » en terme de conséquences
grace aux connaissances sur les triangles semblables alors que la réciproque, elle, a
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été conservée «t el | e »qgpuubieslguebune seule ®galit® suf
parallélisme.

5) Equivalence : la formulation des propriétés caractéristiques

Les éléves rencontrent des propriétés caractéristiques deés le cycle 3, par exemple
avec |l es crit res d e sstbm « prapriéi daractéstiqgque ma i s I
ndapparait ni dansyclé3F s dapsrceuygde ayciene Isa pldpart de
temps dans les manuels, ces propriétés sont proposées sous forme de deux
implications. Il nous parait dommage de ne pas souligner que certaines propriétés sont

caractéristiques(c'est-a-di r e que | 6 ®q ujneserdaiece quepod pouvoiv r ai e )
®gal ement souligner que doéautres ne |l e sont
de méme longueur necar act ®ri se pas | 6ensemble des r1 ec
certains éléves !

Par contre, nNous ne pr®coni xens épas d&wl ielmie:
e » 7 | §eédouticds pas avant la fin du cycle 4. Oor il nbest pas to

trouver des formulations claires pour les éleves pour exprimer une équivalence. Nous
proposons ci-aprés quelques exemples de formulations qui utilisent la notion
doensemble owk°ltdexpxacdieanent &

Méme si cette notion de propriété caractéristique est importante a faire comprendre et
doit a notre avis étre explicitée, nous choisissons pourtant de bien différencier, a partir
de la classe de 5¢, théoreme direct, théoréme réciproque et contraposéel or s de | 6 ®t |
de propriétés caractéristiques (théoréme des angles alternes internes page 39¢ ).
Nous pensons ainsi les aider a distinguer les prémisses( au sens de ce qudi
des conclusions (au sens dgeancilelesqtiligentl s doi ven

a) Criteres de divisibilité

bY

En primaire dés le cycle 3 il est possible de commencer a aborder la notion de
propriété caractéristique avec les multiples de 10 par exemple.

« Les multiples de 10 sont les nombres qui se terminent par zéro »

9 Siun nombre est un multiple de 10 alors il se termine par zéro.
f Siunnombre se termine par z®ro alors cobest

Autrement dit :

T Léensemble des multiples de 10 est | 6dense
se terminent par zéro

Ou encore :
1 Les multiples de 10 sont exactement les nombres qui se terminent par zéro

Cette notion peut bien entendu étre travaillée sur tous les criteres de divisibilité
abordés en cycle 3.
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En cycle 4 on pourra retravailler la notion en évoquant également des propriétés qui
ne sont pas caractéristiques. On pourra par exemple chercher a caractériser la
divisibilité par 6, par10,par12 é (acti vi pa®e®). vi si bilit®

Dans un certain nombre de manuels, les critéres de divisibilité sont énoncés avec la
formulaton «xun nombr e est di w,icest-abdireesous & formé d'une
implication et non d'une équivalence :

Un nombre entier est :

Divisible par 2, si son chiffre des unités (le dernier chiffre) est 0, 2, 4, 6 ou 8 (nombre
pair)

Divisible par 5, si son chiffre des unités (le dernier chiffre) est 0 ou 5
Divisiblepar10, s o6i | pard ter mi ne

Divisible par 3, si la somme de ses chiffres est divisible par 3

Divisible par 9, si la somme de ses chiffres est divisible par 9

Divisible par 4, si le nombre formé par ses deux derniers chiffres est divisible par 4

Nous avons alors choisi de les présenter en illustrant d'abord cette notion de propriété
caractéristique en soulignant la double implication sur un exemple de critére de
divisibilité, puis de présenter I'ensemble des critéres sous la forme d'un tableau :

Les critéres de divisibilité par 2, 3, 5, 9, 10 et 4 sont ce qu'on appelle des propriétés
caractéristiques.

Par exemple :

o Siun nombre entier est divisible par 2 alors son chiffre des unités (le
dernier chiffre) est 0, 2, 4, 6 ou 8.

o Si un nombre entier a pour chiffre des unités 0, 2, 4, 6 ou 8, alors ce
nombre est divisible par 2.

Autrement dit, pour tout nombre entier, la propriété de se terminer par 0, 2, 4, 6 ou
8 caractérise les entiers divisibles par 2. Non seulement c'est une propriété de tous
les nombres divisibles par 2 mais en plus elle permet de les reconnaitre.

Dans le tableau ci-dessous, la propriété énoncée dans la colonne 1, qui concerne
une variable n désignant un entier naturel, est équivalente a celle énoncée dans la
colonne 2 se trouvant sur la méme ligne.
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Propriété

Propriété caractéristique

n est divisible par 2

n a pour chiffre des unités 0, 2, 4, 6 ou 8 (nombre pair)

n est divisible par 5

n a pour chiffre des unités 0 ou 5

n est divisible par 10

n se termine par 0

n est divisible par 3

la somme des chiffres de n est divisible par 3

n est divisible par 9

la somme des chiffres de n est divisible par 9

n est divisible par 4

le nombre formé par les deux derniers chiffres de n est
divisible par 4

b) Médiatrice

La médiatrice, elle aussi peut-étre travaillée en 6°.

T

1

6un S

Tous | es points de |l a m®diatrice d
extrémités

Tous | es points ®quidistants des extr ®mi t
médiatrice

Autrement dit :

T

La m®di
ses extrémités.

Ou encore :

T

Les poi

anrisegmedt est | 6ensemble de

nt s de | a m®di atri ce doun

équidistants de ses extrémités.

c) Angles alternes internes et parallélismes

En5¢lorsduchapitresur s ®cante et parall ®l i sme i/l
les propriétés suivantes pour faire comprendre aux éléves.

Pour tout

1.

2.

3.

couple de droites coup®es par

Propriété : Si les droites sont paralléles alors les angles alternes internes ont la

méme mesure.

Propriété contraposeée : Si |l es angles alternes

mesure alors les droites ne sont pas paralleles.
Propriété réciprogue : Siles angles alternes internes ont la méme mesure alors

les droites sont paralléles.

39

t ous

s egme



Pour cette propri® ® nous nbdédavons pas trouvd
sans | doaxpres® et seubemémt psut éal ors se col
remarque qui soul i gne | 6 apmane lapropaétéatsd ré&iprogud i q u e
sont toujours vraies on parle de propriété caractéristique : cette propriété permet de

caractériser, et donc de reconnaitre, les droites paralléles. »

Mai s on peut aussi ) cette eo@xcicadi en isetwud @adn
si € » sans pour autant la rendre exigible : On pourra aussi regrouper la propriété et

sa réciproque dans la phrase suivante « Les droites sont paralléles si et seulement si

les angles alternes internes ont la méme mesure ».

Dans les démonstrations utilisant le théoréme il est important de faire remarquer a
chaque fois aux éléves le sens utilisé pour leur faire travailler la distinction prémisse /
conclusion.

6) Quantificateurs : quantification universelle dans les propriétés

La plupart des propriétés que les éleves apprennent au college sont des « énoncés

universels », c-agdiste que |l orsqubelles sont,unéor mul ¢
guantification universellepor t e sur chacune de ces variable
quantification universelle est non seulement trés souvent implicite, mais en plus elle

di ff re souvent dobéune proprrvii&toBn s dubneex taruatirtes.
Dimension [11] pour illustrer notre propos.

Nous y trouvons par exemple une premiere propriété sur les fractions page 37 :

Propriété: Lor squdon mul tiplie (ou di v
d®nomi nateur doébune fraction par un
une fraction qui lui est égale.

~  —— (bi Oki 0)

Cette propri ®t ® est doabPuoisidy afureregalitd a@ee des ans Vv &
variables a, b et k qui ne sont pas « introduites » : nous ne savons pas quel type de
nombres el | es -adrsdqgehemsembleEledsensastreintes), nisielles

sont ou non gualndarid i pasce Cgest naus savons
reformulation de la propriété déja énoncée, que nous pouvons correctement interpréter

ce qui est écrit comme :

Quels que soient les nombres entiers3a, bi 0 k& 0= ——

BPuisqudon parle de fraction dasonsastieitd8aonc® d
| 6ensemble des entiers m°me cela nbéy est pas
bien évidemment vraie avec desvariabl es astreintes ~ | 6densembl
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Sur la méme page, deux propriétés permettant de comparer des fractions sont
formulées :

Propriété : a et b sont deux nombres positifs, avec b non nul. La

fraction — est :

- Inférieure a 1 lorsque son numérateur est plus petit que son
dénominateur

- Supérieure a 1 lorsque son numeérateur est plus grand que son
dénominateur

Propriété : Si deux fractions ont un méme dénominateur positif, alors
la plus grande est celle qui a le plus grand numérateur.

Pour la premiére propriété, des variables sont introduites, mais pas quantifiees, méme
si bien sOr nous devons lire cette propriété avec une quantification universelle.

Cependant, les variables servent & « nommer » la fraction —, mais elles ne sont pas

utilis®es ensuite gsonmumérabeurl»et& soh dégomimateuri»on d e
La deuxieme propriété est formulée sans variables, et sans aucun terme exprimant
explicitement quoéil sbéagit doéoun ®nonc® unive

Plus loin dans ce manuel (page 142), nous pouvons lire une propriété formulée avec
une quantification universelle explicite :

Propriété : Pour tous nombres a,b etk,onak (a+b)=ka+kb

Toutes ces formulations sont bien slr « correctes », et méme font partie des
formulations couramment produites en mathématiques. Nous voudrions cependant

souligner, parce que cela nous para’t dommag
du college, le manque de cohérence et de régularité entre les formulations citées ici.
La succession de propri®t®s sur |l es fractior

leur formulation : elles peuvent toutes les trois étre formulées sans variables, puis avec
des variables et une quantification universelle explicite. Des expressions telles que
« quels que soient les réels a, b et ¢ » ou « pour tous réels a, b et ¢ » sont souvent
jugées trop formelles en début de collége, et donc incompréhensibles par les éléves.
Pourtant, ceux-ci ont bien a comprendre que ces propriétés sont des énonces
uni versel s, sans que riemModéexpulgigeirtoamsne ulbc
moment ou des variables sont utilisées pour formuler les propriétés, au moins une
expression signifiant la quantification soit introduite (qui peut éventuellement faire

| 6obj et doéun travail d®di ®, par exempl e un
formulées avec cette expression). Les taches de reformulations (avec et sans
variabl es) serviront ensuite 7 donner du s

expressions marquant la quantification universelle.
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Signalons tout de méme une formulation malheureuse rencontrée dans ce manuel
page 80 :

Propriété : Si a, b et ¢ désignent des nombres décimaux avec ¢ | ,0

alors
Loutil élstad X prressistiadm»néést pas pert:i nielntree dsud a
en aucun cas doéune implication, ilpeuffsgsded?o
convaincre !

De la méme fagon en géomeétrie, il est possible, et selon nous souhaitable, de proposer
plusieurs formulations, par exemple « quel que soit le segment [AB], tout point
équidistant de A et de B appartient a la médiatrice de [AB] », « tout point équidistant
des extr ®mi t ® $AB]Jcest sunsa smiéigtrite ¥, & quel que soit le segment
[AB] et quel que soit le point M, si MA=MB, alors M appartient a la médiatrice de [AB] ».
Nous ne bannissons pas systématiquement les implicites (la quantification universelle
sur le segment [AB] dans la deuxieme formulation proposée ici est implicitement portée
par le «un») , parce que | 6®quivalence entre ces ¢
|l es expliciter, et donc dbéen expliquer | es u

7) Les différents types de raisonnement
a) Comment utiliser une propriété : une activité en soi, un exemple autour des
théoremes de la droite des milieux

Nous d®f endons | 6i d®e qubil est xestdegue,ent de
dans telle situation, je peux conclure grace a tel théoreme ? », idée que nous avons
retrouv ®e da mgréeslexratducaheiSésamathi4® édition 2015 p 90 [15].
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EN A la recherche du bon théoréme

a. Sur les figures suivantes, les droites repassées en gras sont paralleles. Indique, si possible, le numéro
du théoreme que tu peux appliquer parmi les trois théoremes suivants :

Théoréme 1 : « Si dans un triangle, une droite passe par les milieux de deux coOtés alors elle est
paralléle au troisieme coté. »

Théoréeme 2 : « Si dans un triangle, un segment joint les milieux de deux co6tés alors sa longueur est
égale a la moitié de celle du troisieme c6té. »

Théoréme 3 : « Si dans un triangle, une droite passe par le milieu d'un coté et est parallele a un second
c6té alors elle passe par le milieu du troisieme coté. »

b. Colorie en vert le triangle que tu utilises.

=

fig 1: th fig 2 : th fig 3 : th fig 4 : th fig 5 : th
fig 6 : th fig 7 : th fig 8 : th fig 9 : th fig 10 : th

Quelques critiques nous ont amenés a modifier cet énoncé :

- Dans laformulation des théoremes, le « dansuntriangle»e st pl ac® ~ | 6i
de |l a pr®mi sse de &), oredtte padiet de la propfsdignr s | e
sert & exprimer la quantification universelle, donc doit plutét étre placée au
début et plutdt avec une quantification explicite:«dans t out triangl e,

- Par ail |l eur sgthédréine gue rtue peueXi appliquer » manque de
précision. Par exemple pour la figure 1, les théorémes 1 et 2 peuvent étre
appliqués puisque leur prémisse est vérifiee (« une droite passe par (ou joint)

les milieux de deux cotés») . Lo appl i c atdnepermétraitpabd@or me
calcul er une l ongueur, mai s seul ement d
l ongueur s. La question «due théoremdeopeux-tup as S €

appliquer ? », mais également « que permet-il de déduire ? »4, questions
auxquelles il y a plusieurs réponses. Il sera alors pertinent de discuter de la
pertinence dbéappl!l i queaur latfigure 8 par exengple, let h ®o r
théoréme 1 peut tout-a-fait &tre appliqué, puisque sa prémisse est vérifiée, mais

ce quodil per met de d®duir e, " savoir | e

connu, donc cette application ndest pas p
Nous avons donc proposé la version modifiée suivante (trois figures sont données ici

titre dbébexemple, | 6int®gralpage®).de | dacti vi
“Notons gque pour r®pondre ~° cedepojnts.i | serai't
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A la recherche du bon théoréme

a. Sur les figures suivantes, les droites repassées en gras sont paralléles. Indique,
si possible dans le tableau, un théoreme que tu peux utiliser pour obtenir des
informations complémentaires sur la figure parmi les trois théorémes suivants et
indique la conclusion que tu peux en tirer :

Théoréme 1 : « Dans un triangle, si une droite passe par les milieux de deux c6tés
alors elle est paralléle au troisieme coté. »

Théoreme 2 : « Dans un triangle, si un segment joint les milieux de deux c6tés alors
sa longueur est égale a la moitié de celle du troisieme coté. »

Théoreme 3 : « Dans un triangle, si une droite passe par le milieu d'un coté et est
parallele a un second coté alors elle passe par le milieu du troisieme c6té. »

b. Colorie en vert le triangle que tu utilises pour I'application du théoreme.

N° Figure Th.1 |Th.2 Th. 3 |Conclusion
1 A
£ N\
B -"rlllll D
)b/ 5
c’ E
2

B
C D
Dans cette premi re version, |les ® ves sont
codbest l a mise en commun de | eurs rr®ponses

certaines situations plusieurs théoremes peuvent étre utilisés. Une autre version est
possible, dans laquelle il est explicitement demandé de donner la liste exhaustive des
théoremes applicables :
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Version modifiée n°2 de I'exercice (avec la méme série de figures) :
A la recherche du bon théoréme

a. Sur les figures suivantes, les droites repassées en gras sont paralléles. Indique,
si possible dans le tableau, les théorémes que tu peux appliquer parmi les trois
théoremes suivants et indique pour chaque théoreme la conclusion que tu peux en
tirer.

Il est également possible de demander aux éléves de dire pour chaque théoreme et
chaque situation so6il est possible de | 6appl
avec un syst®matisme qui | a simplifie, mais
des stratégies pour choisir quel théoréeme appliquer)

Version modifiée n°3 de I'exercice (avec la méme série de figures) :
A la recherche du bon théoréme

a. Sur les figures suivantes, les droites repassées en gras sont paralleles. Indique
dans le tableau pour chaque théoréme :

1 la conclusion de son application s'il est possible de I'appliquer.
1 qu 6astl non - applicable s'il n‘'est pas possible l'appliquer en justifiant la
réponse.

b) Autresexemples ~° veniré
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I1l. Activités

Plusieurs activités proposées ci-apres se présentent sous la forme de Vrai/Faux, mais
a la différence des Vrai/faux qui servent surtout a tester si les éléves ont bien compris
et retenu le cours, le but ici est plutét de susciter la discussion.

Vous trouverez a la fin de cette partie un tableau des activités décrivant leur durée, les
notions abordées, et les niveaux auxquels elles peuvent étre proposées.

1) Sacs de boules et Quadrilatéres

Les deux activités décrites dans cette partie ont été proposees en 6°€ et en 5. Elles

peuvent selon nous étre également pertinentesau-d el ©~ de ces <cl asses.

l e travail sur di f f ®r en t«Sacs decboutesi @ettiétoen s dan
envisagé en collaboration avec le professeur de francais.

LO6i d®e pde ¢ mia crcdacd de®boule » ®t a i t doaborder avec
| atnbiguité des formulations en «t ous € ne o @l6].tL'apbaysté est la
suivante :

La proposition « tous les x ne sont pas P » signifie « les x ne sont pas tous
P », autrement dit « il existe au moins un x qui n'est pas P »

(« tous les chats ne sont pas noirs » signifie « les chats ne sont pas tous
noirs », c'est-a-dire « il existe au moins un chat qui n'est pas noir »)

Mais elle est parfois entendue comme « tous les x sont NON(P) »

(« tous les chats sont non noirs », nous dirions en fait«aucun chat nodéest
Noir »)

Discuter de cette formulation est surtout un prétexte pour montrer que certaines
formulations sont ambigués. Or, pour se comprendre, et notamment pour se mettre
d'accord sur le fait qu'une proposition est vraie ou non, il est essentiel d'étre d'accord
sur la facon de l'interpréter.

BN

La logique mathématique est utilisée pour nous aider a identifier les différentes
interprétations, en les ramenant a des interprétations « codifiées » (nous pourrions
également dire « formalisées », méme si nous restons évidemment au collége dans
un formalisme trés léger, utilisant plutét la langue courante que des symboles
logiques).

a) Objectifs

Les deux activit®s per mettent doabes der p
quantifications (voir page 16), la négation (voir page 10), propositions équivalentes

(voir page 15).

L 6 a ¢ & Quadrilat@®es » nécessite de connaitre la définition minimaled 6un r ect ang|

par les angles droits alors que | 6 a c & $aesi de ®oules » ne nécessite pas de
connaissance mathématique.
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b) Déroulementd e | 6 & &dcs de boul&s »

L 6 a ¢ « Bacd de I®ules » a été proposée dans deux classes de 6° (53 éléves). Les

®l ves ont doabord r®pondu individuelal ement
propos® une <correction collective ° partir
discussion lors de la mise en commun ont duré une heure.

c) Fiche éleve de| 6 a c ¢ Saesidd bBules »

Vous trouverez ci-apres | 6 a ¢ « Sagside Wule »t e | | e adcta PrapbsEeepour
les séances décrites ici. Une version modifiée suite a nos discussions se trouve en
annexe (Sacs de boule Version 2 - annexe page 77).

Voici 3 schémas de sacs contenant des boules blanches ou noires :

Sac 1 Sac 2 Sac 3

Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie (V) ou fausse (F) pour
chaque sac:

Dans le sac 1| Dans le sac 2| Dans le sac 3

Toutes les boules sont blanches.

Il'y a au moins une boule non blanche.
Aucune boul e nobées|
Il existe une boule blanche.

Toutes les boules ne sont pas
blanches.

Toutes les boules sont non blanches.
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tons des statistiques a partir des réponses de 53 éleves.

d) Analyse des réponses

Nous présen
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Nous pouvons ddéabord constater quéil n
Cela signifie que les réponses sont a la portée des éléves de 6° e t qguobdil s se
i mpliqgu®s dans | 6activit®.

(@)}
<

8]
©

La premiére proposition «toutes les boules sont blanches » et la troisieme
proposition « Aucune boule n'est blanche » ne posent pas de probleme. Par contre,
I&nseignant peut souligner lors de la correction quélles ne sont pas la négation laine
de l@utre, contrairement © ce que peuvent penser certains éleves, puisque pour la
premiéere la réponse est Vraie/Fausse/Fausse et pour la troisieme la réponse est
Fausse/Fausse/Vraie.

Pour la deuxieme proposition, « Il y a au moins une boule non blanche », les éleves
ont donné majoritairement la bonne réponse (FVV). Essayons de comprendre les
réponses incorrectes :

- FVF : certains éléves ont pu penser que «ilyaaumoins»ndéest pas Vr e

guandonsaitque «tous»( erreur | i ®e au principe du maxi
toujours donner toutes les informations qui sont en ma possession, ainsi, si je sais que

« toutes les boules sont rouges », j 6ai tort en«ilg asreerdule seul er
rouge»qui apporte moins déinformation que ce (Ll

pour le dernier sac. Lors de la correction, il est important de signaler que ce principe
du maximum d'information n'est pas un critére pour évaluer la vérité d'une proposition
en mathématiques (page 24).

-VWF:Onse demande si | 6 ® lla propositionbcamme @iy ac o mp r i
au moins une boule blanche » pour laquelle sa réponse aurait été correcte.
L6 ex pr exsianiblanophe»peut poser probl me, car ell e
dans le langage courant. Certains éleves ont pu ne pas lire le « non », ou ne pas le
comprendr e. Lors de |l a correction, | 6enseig
phrase sans utiliser cette expression : «i | y a au moins wune boul

blanche »,«xune boul e au moi ns. nlaemrss geatst e |vaenrcshieo n,
a que deux couleurs, « étre non blanche » est synonyme de « étre noire », et on peut
donc aussi proposer « il y a au moins une boule noire ».

-FFV: L6 ®1 ve peut aprapositionicomme « tputeRliés ®oulesa
sont non blanches » pour laquelle sa réponse aurait été correcte. Certains éleves ont
pu ne retenir de la lecture de la phrase que le nom « boule » et I'adjectif « non
blanche », sans prendre en compte, ou sans comprendre, la quantification, et répondre
par défaut comme si la quantification était universelle.

- FFF : Ce serait une bonne réponse pour la proposition « il y a exactement une
boule blanche», nous avons choisi pour cette deuxi
« au moins une » qui n@st pas ambigué, justement pour ne pas rajouter ~ l@ventuelle
difficult® #éj" grésente ~ cause de I@xpression « non blanche », mais certains éléves
ont pu ne pas y préter attention.

- VFV, VFF : pas d'interprétation privilégiée de ces réponses.
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Pour la quatrieme proposition, « il existe une boule blanche », la aussi la majorité
des réponses sont correctes. Certains éleves ont pu entendre « il existe une » comme
« il existe exactement une » et répondre F/F/F. C'est l'occasion de souligner
l'interprétation de cette expression en mathématiques, qui peut différer de celle du

langage courant. Les r®ponses montrent quoil ndest

°tre s%r quobéil ndy &i pbasxdébeb»gumoi®nsdendir

La cinquiéme proposition « toutes les boules ne sont pas blanches » et la sixieme
proposition « les boules sont toutes non blanches » sont mises l'une apres l'autre
pour pouvoir justement les comparer l'une a l'autre, que ce soit lors de la correction,
ou pour les éleves, lorsqu'ils répondent individuellement. Une interprétation spontanée
de la cinquieme phrase pourra étre remise en cause, ou au contraire renforcée, par la

F

|l ecture de |l a sixi me phrase. Nous constaton

propositions comme équivalentes (en interprétant correctement la sixieme proposition,

réeponses FFV/FFV), alors gue seul ement un quart doentre

correctement, et font la distinction (réponses FVV/FFV). Nous avons également relevé
les réponses suivantes :

- FVF/FFRV : la proposition 5 est bien interprétée comme « il existe au moins une
boule non blanche », mais considérée comme fausse pour le dernier sac a cause du
principe du maximum d'information (comme pour la deuxiéme proposition).

- FVVI/FVV : pas d'interprétation privilégiée pour ces réponses, mais en tout cas,
les deux propositions sont considérées comme synonymes.

Dans cette premiére version, nous avions mis a la suite les deux propositions « toutes
les boules ne sont pas blanches » et « les boules sont toutes non blanches ». Lors de
la correction, l'enseignante avait demandé aux éléves ce qu'ils pensaient de la
proposition « les boules ne sont pas toutes blanches », qui ressemble encore plus a
la proposition « toutes les boules ne sont pas blanches », au déplacement du mot
« toutes » pres. Cette nouvelle proposition semble plus facilement entendue comme
« il existe au moins une boule non blanche », méme s'il y a une ambiguité sur
l'interprétation de « toutes blanches » qui peut étre entendue comme « entiéerement
blanches », mais la confusion n'est pas génante ici puisque de toute facon les boules
sont soit toutes blanches soit toutes noires. Nous avons alors fait une deuxiéme
version de | '"activit®, i ncluant cette
malheureusement pas de statistiques.

Nous avons également rajouté un sac comportant des boules grises, c'est-a-dire ni
noires, ni blanches. Cette derniere modification n'a pas pour but d'avoir un effet sur les
réponses des éléves, puisque les réponses devraient étre identiques pour le sac avec
des boules noires et blanches, et pour le sac avec des boules noires, des boules
blanches, et des boules grises, quelles que soient les interprétations des propositions
que font les éléves. Par contre, lors de la correction, la négation de « étre blanche »
ne sera plus simplement équivalente a « étre noire » mais a « étre noire ou étre grise ».

Ce dernier énonceé est donné en annexe page 77.
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e) Déroulementd e | 6 & Quadrilateres®

L 6 a ¢ t«iQuadrilateres » a été proposeée dans une classe de 5°. Les éléves ont

®gal ement doabord compl ® ® | e premier tabl ec
de cette premiere partie a ensuite été menée collectivement : des éléves ont proposé

leur réponse, etil y a eu discussion des désaccords. La premiére partie et sa correction

ont duré une heure. Une fois la premiéere partie corrigée, les six situations de la

deuxieme partie ont été distribuées aux éleves, qui y ont réfléchi individuellement

pendant une trentaine de minutes. L6 ensei gnante a edapgoamadade pr ®p a
correction a partir des réponses des éleves, qui a été commenté avec la classe lors

débune s®anceunahbute®r i eur e do

f) Fiche éléeve de| 6 a c ¢ Quudrilaté®es »

Vous trouverez dans | e Quuadripteres»s el vV @ast gs0led & e
proposée pour la séance décrite ici. Une version modifiée suite a nos discussions se
trouve en annexe (Quadrilatéres V2 - annexe page 78).

Premiéere partie :

A) Voici 4 schémas de quadrilateres :

5]

Quadrilatére 1 Quadrilatere 2 Quadrilatere 3 Quadrilatére 4
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Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie (V) ou fausse (F) pour
chaque quadrilatére :

Quadrilatéere | Quadrilatére | Quadrilatere | Quadrilatere
1 2 3 4

Tous les angles du
guadrilatére sont droits.

Il'y a au moins un angle
du quadrilatere qui est

non droit.
Aucun angle du
guadril at r g

Il existe un angle du
quadrilatere qui est droit.
Tous les angles du
guadrilatére ne sont pas

droits.

Les angles du
guadrilatére ne sont pas
tous droits.

Tous les angles du
guadrilatéere sont non
droits.

Extraits de la deuxiéme partie :

B) Possible ou impossible ?

1) Est-il possible de construire un quadrilatere tel que le tableau suivant est vérifié. Si
oui dessiner un exemple. Sinon, expliquer pourquoi ce n'est pas possible :

Tous les angles du quadrilatére Vv
sont droits.
'y a au moins un angle du F
guadrilatére qui est non droit.
Aucun angle du quadrilatere F
ndest droit.
I existe un angle du Vv
guadrilatéere qui est droit.
Tous les angles du quadrilatére F
ne sont pas droits.
Les angles du quadrilatére ne F
sont pas tous droits.
Tous les angles du quadrilatere F
sont non droits.

52



2) Est-il possible de construire un quadrilatere tel que le tableau suivant est vérifié. Si
oui dessiner un exemple. Sinon, expliquer pourquoi ce n'est pas possible :

Tous les angles du quadrilatere \
sont droits.
'y a au moins un angle du F
guadrilatére qui est non droit.
Aucun angle du quadrilatere F
nébest droit.
I existe un angle du \%
guadrilatére qui est droit.
Tous les angles du quadrilatere F
ne sont pas droits.
Les angles du quadrilatére ne \%
sont pas tous droits.
Tous les angles du quadrilatere F
sont non droits.

g) Analyse de copies et éléments de correction

Danscette version g®om®tr i qu-ededaguadrtildtéaesayant i t ®,

ou non des angles droits, | daccent a ®t ® mi s
sur les relations entre les propositions : équivalentes, négati on | une de | ¢
contradictoires. € | 6issu de cette correcti

sous deux formes :

- Le tableau a remplir dans lequel les lignes une fois complétées sont colorées
pour faire ressortir les propositions équivalentes :

Q1| Q2 Q3 | Q4

1 | Tous les angles du quadrilatere sont droits. F F F \%
4 | Il existe un angle du quadrilatére qui est droit.
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- Un « carré des oppositions » (voir page 17) marquant les relations entre les
différentes propositions :

Vrai-Faux : les quadrilateres

Ne peuvent pas étre vraies en méme temps.
Une des deux (au moins) est fausse
Les deux peuvent étre fausses en méme temps

3. Aucun angle du quadrilatére n'est droit.

1. Tous les angles du quadrilatére sont droits.
7. Tous les angles du quadrilatére sont non droits.

—‘ ‘I_: Négation ‘ L

y
y

L
kA 4
v

4. Il existe un angle du quadrilatére qui est droit. 2. Il y a au moins un angle du quadrilatére qui est non droit.

5. Tous les angles du quadrilatére ne sont pas droits.

6. Les angles du quadrilatére ne sont pas tous droits.

Ne peuvent pas étre fausses en méme temps.
= Une des deux (au moins) est vraie =
Les deux peuvent étre vraies en méme temps

Cette premi re parti e, «iSdcedeboulgsw aétéconpiette e

en demandant ensuite aux éleves de construire des quadrilateres pour des valeurs de
verité données de ces propositions. Cette deuxieme partie leur permettait de réinvestir
ce qui avait été vu sur les relations entre propositions dans la premiére partie, et leur
demandait de mobiliser des connaissances sur les rectangles. Nous avons ensuite
préparé un diaporama de correction a partir des productions des éléves disponible sur
le site du groupe °. Nous proposons et commentons ci-apres les diapositives
associées aux deux premieres situations (le premier quadrilatere peut étre construit
mais pas le deuxieéme).

1 Premiére situation (voir énoncé page 52).
Solution :

La premiére proposition, « Tous les angles du quadrilatere sont droits » est vraie ce
gui permet dire que soil est possible

15 http://www.irem.univ-paris-
diderot.fr/articles/quadrilateres correction animee 2016/
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cobest n®cessair e MNeus tonsiatons que g valaugslide vérité des
autres propositions sont compatibles avec cette hypothése.

Bilan des copies do®l ves
Pour <cette premi re situation, nous avons d
suivante :

Ce. N Al {)@‘g _‘:;4:“»?:;1);)\“(" CAD
- /‘ —
c'ot mongue gt/ il Copul-
ve tout Qo o ey son!
% € { 2 / = 4
AMOTE e cBbamssTon NG eE
P oY n c"/-*(>((})l(i‘ N et oot -

En effet, nous faisons | 6hypoth se que cet
propositions étaient données comme fausses, il a donc lu toutes les propositions
comme des affirmations, attitude sans dout e

habituelle. 4 éléves sur 21 ont fait au moins une fois cette erreur.

Pour cette premiere situation, 10 éléves ont clairement proposé un rectangle, 5 en

codant 3 angles droits, 5 en codant 4 angles droits. Une autre éleve a proposé un

carré, qui est effectivement un exemple de quadrilatére pour lequel les propositions

ont ces valeurs de vérité. Un éléve a proposé un rectangle en codant seulement 2

angles droits, 2 éleves ont dessiné des figures ressemblant vraiment a des rectangles,

mais sans codage des angles droits, avec par contre codage des longueurs, 1 éléve a

proposé une figure qui est moins clairement un rectangle, sans aucun codage.

Final ement , 15 ® ves sur 21 ont ainsi rep®r
verité.

Correction en classe :

Léenseignant e dicsmmdreace agaerc | es ®| vemourl 6 r
t

e xt
r® nstaller l a notion de valeur de Vv ®ri ® d

(@}

Puis, elle propose un exemple de réponse correcte basée sur le fait que la premiére
proposition est vraie (Hypothese). Parmi toutes les solutions proposées par les éleves,
elle choisit un codage avec 3 angles droits pour pouvoir au passage rappeler la
propri ® ® permettant doéen d®duire qubéil vy a

a
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Léenseignante pr op o devérdiar sollectiveenenaquexcett® figure e s
vérifie bien chaque valeur de vérité de chaque proposition :

El'le conclut finalement que:ndéi mporte quel r

1 | Tous les angles du quadrilatere sont | v/ Donc si on peut construire la figure c'est
droits. nécessairement un rectanale.

2 | llyaaumoins un angle du quadrilatére qui | E Compatible avec le rectangle.
est non droit.

3| Aucun angle du quadrnF Compatible avec le rectangle.

4 | Il existe un angle du quadrilatére qui est | v Compatible avec le rectangle.
droit.

5 | Tous les angles du quadrilatére ne sont | Compatible avec le rectangle.
pas droits.

6 | Les angles du quadrilatere ne sont pas | F | Compatible avec le rectangle.
tous droits.

7 | Tous les angles du quadrilatére sont non | E Compatible avec le rectangle.
droits.

Conclusion : n'importe quel rectangle convient !

1 Deuxieme situation (voir énoncé page 53).
Solution :

Dans cette situation il est impossible de construire un tel quadrilatere, les valeurs de
vérité des propositions 1 et 6 étant incompatibles.

Bilan des copies do®l ves

Nous trouvonsde nouveau deux exemples de producti c
les propositions comme vraies (remarquons que ces €éléves relevent tout de méme de
facon correcte les contradictions entre ces propositions) :
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